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1 Einführung
Kohomologie-Methoden werden in der komplexen Analysis seit etwa 1950 intensiv
studiert, zum Beispiel von J. Leray, H. Cartan, J. P. Serre und K. Stein (siehe [5], Seite
XVII). Die dabei untersuchten mathematischen Strukturen sind auf topologischen
Räumendurch gewisseMengen stetig lokal definierterAbbildungen, auchAbbildungskeime
genannt, erklärt.Mathematisch exakt lassen sich diese Strukturen alsGarben definieren,
was auf J. Leray zurückgeht (siehe [12] und [13]). In Abhängigkeit von Eigenschaften
der betrachtetenAbbildungen beschäftigenwir uns besondersmitGarben von stetigen
und holomorphen Abbildungskeimen, wobei die Bilder dieser Abbildungen in der
multiplikativen topologischen Gruppe einer Banachalgebra liegen sollen, die nicht
notwendig abelsch ist. Dadurch verallgemeinern wir den in [5] und [7] ausführlich
behandelten Fall von matrixwertigen Abbildungen, betrachten im holomorphen Fall
allerdings nur eine komplexe Veränderliche. Es werden deshalb Garben über nicht
notwendigerweise abelschen Gruppen eingeführt. Leider ist die Kohomologietheorie
im nichtabelschen Fall nur ansatzweise ausgearbeitet. Das liegt unter anderem daran,
dass die Gruppenstruktur der KohomologiemengeH1 bereits verloren geht.
Im Abschnitt 2.1 behandeln wir die grundlegende Theorie der Garben über nicht
notwendig abelschen Gruppen, und führen die erste Kohomologiemenge H1 ein. Es
ergeben sich Schwierigkeiten bei der Definition höherer Kohomologiemengen Hq ,
q = 2, 3, worauf in dieser Arbeit nicht eingegangen wird.
Die grunglegende Absicht der Arbeit besteht in der Beantwortung der Frage, unter
welchenUmständen dieKohomologiemengeH1 trivial ist.DiesbezüglicheZerfällungssätze
formulieren und beweisen wir sowohl im stetigen Fall (Abschnitt 3.1) unter relativ
allgemeinen Forderungen an X , als auch im holomorphen Fall (Abschnitt 3.2) unter
speziellerenVoraussetzungen. In denBeweisenwerdenFaktorisierungssätze verwendet.
Diese sind imholomorphenFall analog denCousinschen beziehungsweiseCartanschen
Heftungslemmata (siehe zum Beispiel [5], Kapitel III) und werden für unsere Fälle
speziell formuliert und bewiesen. Die Faktorisierungssätze benutzen im stetigen Fall
einen Fortsetzungssatz, der mit Hilfe des Fortsetzungssatzes von Dugundji (siehe [11]
oder [6]) bewiesen wird, und im holomorphen Fall einen Approximationssatz und den
Satz von Graves (siehe [10]). Beim Übergang vom paarweisen Schnitt zu endlichen
Überdeckungen war es zweckmäßig, sogenannte F -Ketten für den stetigen Fall und
F -Felder besonders für den holomorphen Fall zu definieren (Abschnitt 2.2), wobei
F eine beliebige Garbe über einer nicht notwendig abelschen Gruppe ist. Mit Satz 1
enthält der Abschnitt 2.1 eine relativ allgemeine Aussage, deren Wert erst im Beweis
des letzten Satzes der Arbeit beim Nachweis des Zerfällungssatzes im holomorphen
Fall deutlich wird. Bei der Anwendung dieses Satzes ergibt sich schließlich durch
einen Grenzübergang, dass die betrachtete Kohomologiemenge H1 trivial ist. Man
kann die in denHauptsätzen derArbeit (Satz 7, Satz 13) verwendetenAussagen schematisch
folgendermaßen darstellen:
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2 Grundlegende Definitionen und Sätze
2.1 Kohomologiemengen
Für die nachfolgenden Definitionen vergleiche man [8], [9] und [2].

Definition 1. Eine Garbe G von nicht notwendigerweise abelschen Gruppen über X
(kurz: eine Garbe über X) ist ein Tripel (S, π, X) mit folgenden Eigenschaften:

1. S und X sind topologische Räume und π : S → X ist eine surjektive, stetige
Abbildung, welche Projektion der Garbe genannt wird.

2. Jeder Punkt s ∈ S besitzt eine offene Umgebung N ⊂ S , so dass π|N ein
Homöomorphismus von N auf π(N) ist.

3. DieMengeGx := π−1(x), der sogenannteHalm, ist für jedesx ∈ X eineGruppe.

4. Die durch (s, t) �→ st−1 für jedes x ∈ X definierte Abbildung von Gx × Gx in
Gx ist stetig.

s

piN

N Gx

S

x

pi

X

Abbildung 2: Definition einer Garbe

Definition 2. Ein Schnitt in einer Garbe G über einer offenen Menge U ⊂ X ist eine
stetige Abbildung f : U → S , für die π ◦ f = id gilt. Die Menge aller Schnitte
in G über U ist eine Gruppe (mit der Operation (fg)(x) := f(x)g(x), x ∈ U , f, g
Schnitte über U ) und wird mit G(U) bezeichnet. Das Einselement der Gruppe ist der
Einsschnitt x �→ 1x ∈ Gx, x ∈ U und wird mit 1 bezeichnet. Inverse Elemente f−1

werden in G(U) durch (f−1)(x) := f(x)−1, x ∈ U definiert.1

1f−1 bezeichnet also nicht die Umkehrabbildung von f .
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Ein einfaches Beispiel einer Garbe G = (S, π, X) von nichtabelschen Gruppen ist
folgendermaßen definiert: Sei S := X ×GL(r), r ≥ 2 für einen topologischen Raum
X , wobei GL(r) ⊂ Cr×r die Gruppe der invertierbaren r × r-Matrizen ist. Dabei
betrachte man auf GL(r) die diskrete Topologie, womit insbesondere einpunktige
Teilmengen von GL(r) offen sind. Auf S betrachte man die Produkttopologie. Es sei
π : (x,A) �→ x für x ∈ X undA ∈ GL(r) die Projektion des direkten Produktes. Für
ein beliebiges Element s = (x,A) ∈ S sei V eine offene Umgebung von x inX , so dass
N := V × {A} ⊂ S eine offene Umgebung von s bezüglich der Produkttopologie
ist. Dann ist π|N offenbar ein Homöomorphismus von N auf V . In diesem Beispiel
einer Garbe G kann jeder Halm Gx, x ∈ X mit GL(r) identifiziert werden. Über einer
offenen Menge U ⊂ X erfüllen die Schnitte f : U → U × GL(r), definiert durch
f(x) := (x,Ax), Ax ∈ GL(r), die Bedingung π ◦ f = id, und sie sind stetig.

Kohomologiegruppen Hq(X,G) lassen sich für q ≥ 1 im nichtabelschen Fall nicht
definieren, jedoch kann für q = 1 eineKohomologiemengeH1(X,G)mit ausgezeichnetem
Element definiert werden.
Sei dazu U = (Ui)i∈I eine offene Überdeckung von X . Zur Vereinfachung benutzen
wir die Bezeichnungen Uij := Ui ∩ Uj und Uijk := Ui ∩ Uj ∩ Uk für alle i, j, k ∈ I .
Eine Familie h = (hi)i∈I mit hi ∈ G(Ui) für alle i ∈ I heißt 0-Kokette über U .
Es sei C0(U ,G) die Menge aller 0-Koketten über U . Analog nennen wir eine Familie
f = (fij)i,j∈I mit fij ∈ G(Uij) für alle i, j ∈ I 1-Kokette und bezeichnenmit C1(U ,G)
dieMenge aller 1-Koketten überU . DieMengen C0(U ,G) und C1(U ,G) sindGruppen,
deren Operation durch das Produkt von Schnitten erklärt wird. Eine 0-Kokette h =
(hi)i∈I heißt 0-Kozyklus, wenn

h−1
i hj = 1

auf Uij für alle i, j ∈ I gilt. Es sei Z0(U ,G) die Menge aller 0-Kozyklen über U . Eine
1-Kokette f = (fij)i,j∈I mit

fijfjk = fik

auf Uijk für alle i, j, k ∈ I heißt 1-Kozyklus über U . Aus dieser Definition folgt
sofort, dass dann fii der Einsschnitt über Ui ist und fji = f−1

ij gilt. Die Menge aller
1-Kozyklen über U bezeichnet man mit Z1(U ,G).
Man kann Z0(U ,G) mit der Gruppe G(X) =: H0(X,G) identifizieren, denn wegen
(hi)i∈I ∈ Z0(U ,G) mit h−1

i hj = 1, also hi = hj auf Uij für alle i, j ∈ I , ist genau ein
Schnitt h ∈ G(X) durch h|Ui

= hi, i ∈ I definiert.
DieMengeZ1(U ,G) ist imAllgemeinen keineUntergruppe derKokettengruppe C1(U ,G):
Für den Nachweis sei beispielsweise U := (U1, U2) mit U1 ∩ U2 �= ∅ und f, g ∈
Z1(U ,G), wobei f12 und g12 nicht vertauschbar seien. Wegen (f · g)21 = f21 · g21 =
(f12)

−1(g12)
−1 �= (f12 · g12)−1 = ((f · g)12)−1 ist f · g /∈ Z1(U ,G).

Für f = (fij)i,j∈I ∈ Z1(U ,G) und h = (hi)i∈I ∈ C0(U ,G) bezeichnet man mit h�f
den 1-Kozyklus, der durch

(h�f)ij := h−1
i fijhj
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auf Uij für alle i, j ∈ I definiert ist.

Definition 3. Zwei 1-Kozyklen f, g ∈ Z1(U ,G) heißen äquivalent, in Zeichen f ∼ g,
wenn ein h ∈ C0(U ,G) existiert, so dass

g = h�f

gilt.Die zu dieserÄquivalenzrelation gehörigeMenge vonÄquivalenzklassen bezeichnet
man mit H1(U ,G). Für f ∈ Z1(U ,G) benutzt man die Bezeichnung [f ] für die zu f
gehörige Klasse ausH1(U ,G).

Für jede offene Überdeckung U = (Ui)i∈I von X bezeichnet man mit 1 ∈ H1(U ,G)
die Äquivalenzklasse aller f = (fij)i,j∈I ∈ Z1(U ,G), für die eine 0-Kokette h =
(hi)i∈I ∈ C0(U ,G) existiert, so dass

fij = h−1
i hj

auf Uij für alle i, j ∈ I gilt, also f = h�1. Man sagt in diesem Falle auch, dass die
1-Kozyklen f zerfallen. Das Element 1 heißt neutrales Element oder Einselement von
H1(U ,G).
Eine offene Überdeckung V = (Vj)j∈J von X heißt Verfeinerung von U = (Ui)i∈I ,
wenn es eine Abbildung ϕ : J → I gibt mit Vj ⊂ Uϕj für alle j ∈ J . Folglich
induziert ϕ eine Abbildung

ϕ∗ : Z1(U ,G) → Z1(V ,G) , die durch (ϕ∗f)ij = fϕi,ϕj|Vij
, i, j ∈ J , f ∈ Z1(U ,G)

definiert ist. Diese induziert dann weiter eine Abbildung

ϕU
V : H1(U ,G) → H1(V ,G) .

Im folgenden Lemma 1 wird gezeigt, dass die Abbildung ϕU
V nicht von der Wahl von

ϕ : J → I abhängt.

Lemma 1. Sei ψ : J → I eine weitere Abbildung mit Vj ⊂ Uψj für alle j ∈ J und sei
f ∈ Z1(U ,G). Dann gilt [ϕ∗f ] = [ψ∗f ].

Beweis. Man definiert eine 0-Kokette (hj)j∈J ∈ C0(V ,G) durch

hj := fϕj,ψj|Vj
∈ G(Vj)

für alle j ∈ J . Nun gilt:

(ψ∗f)ij = fψi,ψj = fψi,ϕifϕi,ϕjfϕj,ψj = h−1
i (ϕ∗f)ijhj

auf Vij für alle i, j ∈ J , woraus aufgrund derDefinition vonH1(V ,G) die Behauptung
folgt.
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Weiterhin zeigt man:

Lemma 2. Die Abbildung ϕU
V : H1(U ,G) → H1(V ,G) ist injektiv.

Beweis. Seien Φ1,Φ2 ∈ H1(U ,G) und f, g ∈ Z1(U ,G) mit Φ1 = [f ] und Φ2 = [g].
Es gelte [ϕ∗f ] = [ϕ∗g] und man zeige [f ] = [g]. Nach der Voraussetzung gibt es eine
0-Kokette (hj)j∈J ∈ C0(V ,G) mit

(ϕ∗g)ij = h−1
i (ϕ∗f)ijhj , also gϕi,ϕj = h−1

i fϕi,ϕjhj

auf Vij für alle i, j ∈ J . Weiterhin gilt:

gϕi,kgk,ϕj = h−1
i fϕi,kfk,ϕjhj , d.h. fk,ϕihigϕi,k = fk,ϕjhjgϕj,k

auf Uk ∩ Vij für alle i, j ∈ J und k ∈ I . Folglich ist lk ∈ G(Uk) für k ∈ I durch

lk|Uk∩Vj
:= fk,ϕjhjgϕj,k|Uk∩Vj

für alle j ∈ J mit Uk ∩ Vj �= ∅ wohldefiniert, also (lk)k∈I ∈ C0(U ,G) und es gilt:

l−1
m fmnln = gm,ϕjh

−1
j fϕj,mfmnfn,ϕjhjgϕj,n = gm,ϕjh

−1
j fϕj,ϕjhjgϕj,n = gmn

auf Umn ∩ Vj für allem,n ∈ I und j ∈ J , woraus Φ1 = [f ] = [g] = Φ2 folgt und die
Injektivität gezeigt ist.

Als Folgerung daraus ergibt sich unmittelbar:

Korollar 1. Aus H1(V ,G) = 1 folgt H1(U ,G) = 1, wenn V eine Verfeinerung von U
ist.

Es sei H̃1(X,G) die disjunkteVereinigung allerH1(U ,G), wobeiU alle offenenÜberdeckungen
vonX durchläuft. (Dabei soll zugelassen werden, dass eine offeneMenge mehrmals in
einer Überdeckung vorkommt. Um logische Schwierigkeiten zu vermeiden, betrachte
mannur Indexmengen, dieTeilmengen einer hinreichend groß gewähltenMenge sind.)
Zwei Elemente Φ1 ∈ H1(U ,G) und Φ2 ∈ H1(V ,G) (wobei U und V irgendwelche
offenen Überdeckungen vonX sind) heißen äquivalent Φ1 ∼ Φ2, wenn es eine offene
ÜberdeckungW vonX gibt, die sowohl U als auch V verfeinert, so dass

ϕU
WΦ1 = ϕV

WΦ2

gilt.DieKohomologiemengeH1(X,G) ist dann definiert als dieMenge allerÄquivalenzklassen
von H̃1(X,G) bezüglich dieser Äquivalenzrelation.
Dabei sind die neutralenElemente vonH1(U ,G), wobeiU alle offenenÜberdeckungen
vonX durchläuft, offenbar paarweise äquivalent.Die dazugehörigeKlasse inH1(X,G)
wird ebenfallsmit 1 bezeichnet. Besteht dieKohomologiemenge nur aus demEinselement,
so sagt man, dass sie trivial ist.
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Sei U eine offene Überdeckung von X . Für Φ ∈ H1(U ,G) bezeichnen wir die durch
Φ inH1(X,G) definierte Klasse mit [Φ].
Es ist komplizierter, höhereKohomologiemengen, zumBeispielH2(X,G) undH3(X,G),
zu definieren, weshalb wir diese hier nicht betrachten (vergleiche dazu [14], Seite 46
und siehe beispielsweise [3]).
Seien Y ⊂ X eine offene Teilmenge und U = (Ui)i∈I eine offene Überdeckung von
X . Für f ∈ Z1(U ,G) definiert man durch

f |Y := (fij|Uij∩Y )i,j∈I

ein Element f |Y ∈ Z1(U|Y ,G), wobeiU|Y := (Ui∩Y )i∈I ist undnennt f |Y Einschränkung
des 1-Kozyklus f auf Y . FürΦ ∈ H1(U ,G)wählt man f ∈ Z1(U ,G)mit [f ] = Φ und
setzt

Φ|Y := [f |Y ] ∈ H1(U|Y ,G) .
Man sieht leicht, dass dieseDefinition nicht von derWahl von f abhängt. Ist schließlich
Ψ ∈ H1(X,G), so wählt man eine offene Überdeckung U von X sowie ein Φ ∈
H1(U ,G) mit [Φ] = Ψ und setzt

Ψ|Y := [Φ|Y ] ∈ H1(Y,G) .

Man siehtwieder leicht, dass dieseDefinition nicht von derWahl vonU undΦ abhängt.
Wir nennen wieder Φ|Y und Ψ|Y Einschränkungen von Φ beziehungsweise Ψ auf Y .

Satz 1. Es seienΨ ∈ H1(X,G) und U = (Ui)i∈I eine offene Überdeckung vonX . Gilt
Ψ|Un = 1 für alle n ∈ I , so existiert ein Φ ∈ H1(U ,G) mit [Φ] = Ψ.

Beweis. Laut Definition von H1(X,G) gibt es eine offene Überdeckung V = (Vj)j∈J
vonX , so dass ein f = (fij)i,j∈J ∈ Z1(V ,G) existiertmit [[f ]] = Ψ. OhneBeschränkung
der Allgemeinheit sei V eine Verfeinerung von U , d.h. es gibt eine Abbildung ϕ : J →
I mit Vj ⊂ Uϕj für alle j ∈ J .
Wegen Ψ|Un = 1 ∀n ∈ I existieren nun 0-Koketten (hjn)j∈J ∈ C0(V|Un ,G) mit

fij = h−1
in hjn

auf Vij ∩ Un für alle i, j ∈ J und für alle n ∈ I . Wir wählen m,n ∈ I beliebig und
definieren

gmn := hjmh
−1
jn

auf Umn ∩ Vj mit j ∈ J . Dabei sind die so definierten gmn von der Wahl der j ∈ J
unabhängig, denn es gilt:

h−1
in hjn = fij = h−1

imhjm , also himh
−1
in = hjmh

−1
jn

auf Umn ∩ Vij , i ∈ J . Weiterhin gilt:

gmlgln = hjmh
−1
jl hjlh

−1
jn = gmn
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auf Umln ∩ Vj für alle m, l, n ∈ I und j ∈ J , so dass g = (gmn)m,n∈I ein 1-Kozyklus
über U ist, also [g] ∈ H1(U ,G). Schließlich gilt [ϕ∗g] = [f ] ∈ H1(V ,G) wegen

(ϕ∗g)ij = gϕi,ϕj = hj,ϕih
−1
j,ϕj = hi,ϕih

−1
i,ϕihj,ϕi h

−1
j,ϕj = hi,ϕifij|Uϕi

h−1
j,ϕj = h−1

i fijhj

auf Vij ⊂ Uϕi,ϕj für alle i, j ∈ J mit der 0-Kokette (hk)k∈J ∈ C0(V ,G), definiert
durch

hk := h−1
k,ϕk ∈ G(Vk)

für alle k ∈ J . Damit ist [g] ∼ [f ], also [g] ∈ Ψ, und folglich liefert das Element
Φ := [g] ∈ H1(U ,G) das Gewünschte.

Mit Hilfe von Satz 1 und Lemma 2 ergibt sich leicht:

Korollar 2. Es sei U = (Ui)i∈I eine offene Überdeckung vonX , so dassH1(Un,G) für
alle n ∈ I trivial ist. Dann kann manH1(U ,G) mitH1(X,G) identifizieren.

2.2 F -Ketten und F -Felder
Für die nächsten Sätze wird folgende Begriffsbildung benötigt.

Definition 4. Seien F eine Garbe über dem topologischen Raum X und weiterhin
U1, . . . , Un, n ∈ N offene Teilmengen vonX .2

1. (U1, U2) heißtF -Paar, falls für jedes f ∈ F(U1∩U2) Elemente f1 ∈ F(U1) und
f2 ∈ F(U2) existieren mit f = f−1

1 f2 auf U1 ∩ U2.

2. Wir nennen U = (Ui)1≤i≤n eine F -Kette, falls (U1 ∪ . . . ∪ Ui, Ui+1) für jedes
i ∈ {1, . . . , n− 1} ein F -Paar ist.

Satz 2. Für eine F -Kette U giltH1(U ,F) = 1.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch vollständige Induktion. Sei U = (Ui)1≤i≤n mit n ∈
N gegeben. Für n = 1 ist die Aussage trivial. Nun seien n > 1, V := U1 ∪ . . . ∪ Un−1

und V := (Ui)1≤i≤n−1. Es sei f = (fij)1≤i,j≤n ∈ Z1(U ,F) beliebig gewählt. Dann
gilt f̂ := (fij)1≤i,j≤n−1 ∈ Z1(V ,F), und wegen H1(V ,F) = 1 gibt es hi ∈ F(Ui),
i = 1, . . . , n− 1 mit

fij = h−1
i hj

auf Ui ∩Uj für alle 1 ≤ i, j ≤ n− 1. Es seiW := V ∩Un. Jedes x ∈ W liegt in einem
Ui (i < n) und wir setzen

g(x) := hi(x)fin(x) .

Dadurch ist g aufW wohldefiniert, denn auf Ui ∩ Uj (i, j < n) gilt:

hifin = hifijfjn = hih
−1
i hjfjn = hjfjn .

2Dabei ist N die Menge der natürlichen Zahlen ohne Null.
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Da U eineF -Kette ist, ist (V, Un) einF -Paar und für g ∈ F(W ) gibt es ein h ∈ F(V )
und ein gn ∈ F(Un) mit

g = h−1gn

aufW . Für 1 ≤ i ≤ n− 1 setzen wir

gi := hhi ∈ F(Ui) .

Sind 1 ≤ i, j ≤ n− 1, so gilt g−1
i gj = h−1

i h−1hhj = h−1
i hj = fij auf Ui ∩ Uj.

Ist 1 ≤ i ≤ n− 1, so gilt g−1
i gn = h−1

i h−1gn = h−1
i g = fin auf Ui ∩ Un.

Damit gilt [f ] = 1, und da f beliebig gewählt war, ist alsoH1(U ,F) = 1.

SindU = (Ui)i∈I undV = (Vj)j∈J zwei Familien vonTeilmengen vonX mit disjunkten
Indexmengen I und J , dann sei

U ∪ V := (Wk)k∈I∪J

die Vereinigung von U und V , wobei Wk := Uk für k ∈ I und Wk := Vk für k ∈ J
gilt.

Definition 5. Seien U j = (U j
i )1≤i≤nj

, nj ∈ N für alle j ∈ {1, . . . ,m}, m ∈ N
F -Ketten. Unter einem F -Feld verstehen wir die Vereinigung

U := U1 ∪ . . . ∪ Um ,

wobei V := (U j)1,≤j≤m für U j :=
�

1≤i≤nj

U j
i ebenfalls eine F -Kette ist.

Satz 3. Für ein F -Feld U giltH1(U ,F) = 1.

Beweis. Es sei U := U1 ∪ . . . ∪ Um, m ∈ N ein F -Feld. Der Nachweis erfolgt mit
vollständiger Induktion nach m. Für m = 1 besteht U aus einer F -Kette, und die
Behauptung folgt direkt mit Satz 2.
Nun seienm > 1, V := U1∪ . . .∪Um−1 =: (Vk)k∈K und Um =: (Ul)l∈Im für disjunkte
Indexmengen K und Im . Als Induktionsvoraussetzung gelte H1(V ,F) = 1. Es soll
gezeigt werden, dassH1(U ,F) = 1 gilt.
Es seien V :=

�
k∈K

Vk und U :=
�

l∈Im
Ul . Dann ist (V, U) nach Voraussetzung ein

F -Paar, und wir setzenW := V ∩ U .
Nun sei f ∈ Z1(U ,F) beliebig gewählt, und es ist zu zeigen, dass ein g ∈ C0(U ,F)
existiert mit f = g�1. Der 1-Kozyklus f setzt sich folgendermaßen zusammen:

1. fik mit i, k ∈ K als Schnitte in V ,

2. fjl mit j, l ∈ Im als Schnitte in U und
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3. fkl mit k ∈ K, l ∈ Im als Schnitte inW .

Es sei f � = (fik)i,k∈K ∈ Z1(V ,F). Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es ein
h� = (hk)k∈K ∈ C0(V ,F) mit f � = h��1.
Weiter sei f �� = (fjl)j,l∈Im ∈ Z1(Um,F). Da Um eine F -Kette ist, gibt es nach Satz 2
ein h�� = (hl)l∈Im ∈ C0(Um,F) mit f �� = h���1. Wir setzen

h := hkfklh
−1
l

auf Vk ∩ Ul für k ∈ K, l ∈ Im, wobei h aufW =
�

k∈K,l∈Im
(Vk ∩ Ul) wegen

hkfklh
−1
l = hkfkifijfjlh

−1
l = hkh

−1
k hifijh

−1
j hlh

−1
l = hifijh

−1
j

auf (Vi∩Vk)∩(Uj∩Ul) für alle i, k ∈ K, j, l ∈ Im wohldefiniert ist, womit h ∈ F(W )
gilt.
Da (V, U) ein F -Paar ist, gibt es Schnitte g� ∈ F(V ) und g�� ∈ F(U) mit

h = (g�)−1g��

auf V ∩ U = W . Schließlich setzen wir

gk := g�hk und gl := g��hl

für k ∈ K beziehungsweise l ∈ Im und erhalten

1. g−1
i gk = h−1

i (g�)−1g�hk = h−1
i hk = fik ,

2. g−1
j gl = h−1

j (g��)−1g��hl = h−1
j hl = fjl und

3. g−1
k gl = h−1

k (g�)−1g��hl = h−1
k hhl = h−1

k hkfklh
−1
l hl = fkl .

Folglich gilt f = g�1 für g = (gn)n∈K∪Im ∈ C0(U ,F), und der Satz ist bewiesen.
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3 Zerfällungssätze
3.1 Der stetige Fall
SeiG die (multiplikative) Gruppe der invertierbaren Elemente einer BanachalgebraA.
Wir werdenmitG1 diejenige Zusammenhangskomponente der GruppeG bezeichnen,
welche das Einselement 1 enthält.G1 besitzt sogar eineGruppenstruktur, wasmanwie
folgt einsieht:
Für a ∈ G1 ist a−1G1 wieder zusammenhängend und enthält das Einselement. Also
gilt G−1

1 G1 ⊂ G1, und somit ist G1 eine Untergruppe von G.
Weiterhin seiX einmetrischerRaummit derAbstandsfunktion d, der sich alsVereinigung
abzählbar vieler kompakter Teilmengen darstellen läßt.X heißt kontrahierbar, wenn
eine stetige Abbildung

H : X × [0, 1] → X mit H(x, 0) = x und H(x, 1) = x0 ∈ X

für alle x ∈ X existiert. In diesem Falle istX auch einfach zusammenhängend.
Es sei C0(X,A) die Menge aller auf X stetigen Abbildungen mit Werten in A, die
offenbar ein Vektorraum über C ist. Zur Definition einer Topologie auf C0(X,A)
betrachten wir eine Ausschöpfung von X durch kompakte Mengen Kn, n ∈ N mit
Kn ⊂

◦
Kn+1 undX =

∞�
n=1

Kn. Für jedes n ∈ N ist durch

pn(f) := �f |Kn�Kn := max
x∈Kn

�f(x)� , f ∈ C0(X,A)

eine Halbnorm auf C0(X,A) erklärt. Durch die Folge (pn)n∈N von Halbnormen wird
C0(X,A) zu einem lokalkonvexen Raum, dessen Topologie durch die Umgebungen

Wn,r = {f ∈ C0(X,A) | pn(f) < r}

mit r > 0 und n ∈ N der Nullabbildung 0 ∈ C0(X,A) definiert ist. Diese Topologie
ist hausdorffsch, da für jede von derNullabbildung verschiedeneAbbildung f ∈ C0(X,A)
ein n ∈ N existiert mit pn(f) > 0. Da nur abzählbar viele Halbnormen auf C0(X,A)
betrachtet werden und die lokalkonvexe Topologie hausdorffsch ist, wird der Raum
C0(X,A) metrisierbar. Die Konvergenz bezüglich der oben definierten Topologie ist
gerade die gleichmäßige Konvergenz von Abbildungen auf allen kompakten Mengen
Kn, n ∈ N und folglich auch auf allen kompakten Teilmengen von X . Damit ist die
Grenzabbildung beliebiger Cauchyfolgen in C0(X,A) wieder stetig auf X und die
erklärte lokalkonvexe Topologie ist vollständig. Somit istC0(X,A) ein Fréchetraum.
Ist Y ⊂ X eine beliebige nichtleere Teilmenge vonX , so betrachteman auf demRaum
C0(Y,A) die entsprechende lokalkonvexe Topologie. Ist speziell Y = K kompakt, so
läßt sich auf C0(K,A) die Supremumsnorm

�f�K := max
x∈K

�f(x)�
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erklären,wobei auf einer kompaktenMenge das SupremumalsMaximumangenommen
wird.Der dadurch entstandeneBanachraumC0(K,A) besitzt dieTopologie der gleichmäßigen
Konvergenz. DaC0(Y,G)wieder für beliebiges Y ⊂ X eine Teilmenge vonC0(Y,A)
ist, betrachten wir auf C0(Y,G) die induzierte Topologie. Dadurch wird C0(Y,G) zu
einer topologischen (multiplikativen)Gruppe.Man bezeichnetmitC0

1(Y,G) diejenige
Zusammenhangskomponente vonC0(Y,G), welche die Einsabbildung 1 enthält.Offenbar
ist C0

1(Y,G) bezüglich der punktweise definierten Multiplikation eine topologische
Gruppe (analog zur Betrachtung vonG undG1 zu Beginn des Abschnitts). Weiterhin
ist C0(Y,G1) eine topologische (multiplikative) Gruppe.
Bevorwir uns nun demFaktorisierungssatz (vergleiche Satz 6) in seiner vollenAllgemeinheit
zuwenden, betrachten wir folgenden Spezialfall: Sei dazu A := R, d.h. G := R \ {0}.
Satz 4. Seien U1, U2 offene Teilmengen vonX mit einem nichtleeren kontrahierbaren
Durchschnitt. Dann gibt es zu jeder stetigen Funktion f : U1 ∩ U2 → R \ {0} stetige
Funktionen f1 : U1 → R \ {0} und f2 : U2 → R \ {0} mit f = f−1

1 f2 auf U1 ∩ U2.
Beweis. (U1, U2) ist eine offene Überdeckung von U1 ∪ U2, und es gibt eine stetige
Zerlegung der Eins (ϕ1,ϕ2) mit supp(ϕ2) ⊂ U1, supp(ϕ1) ⊂ U2 und ϕ1 + ϕ2 = 1,
ϕi : U1 ∪ U2 → [0, 1], i = 1, 2 stetig.

Abbildung 3: stetige Zerlegung der Eins für (U1, U2)

Gegeben sei eine stetige Funktion f : U1 ∩ U2 → R \ {0}. Wegen der Stetigkeit von
f gehören alle f(x) zur gleichen Zusammenhangskomponente R+ oder R−. Ohne
Beschränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, dass die konstante Funktion
1 zu dieser Komponente gehört. Wir betrachten also R+. Dann kann für jedes x ∈
U1 ∩ U2 das Element f(x) geschrieben werden als

f(x) = exp g(x) ,

wobei g(x) ∈ R gilt. Die dadurch definierte Funktion g : U1 ∩U2 → R ist stetig. Mit
der Zerlegung der Eins gilt:

f = exp((ϕ1 + ϕ2)g) = exp(ϕ1g + ϕ2g) = exp(ϕ1g) exp(ϕ2g) ,

da h1 := ϕ1g und h2 := ϕ2g vertauschbar sind, d.h. h1h2 = h2h1 gilt. Durch

g1 :=

�
ϕ1g auf U1 ∩ U2

0 auf U1 \ U2

und g2 :=

�
ϕ2g auf U1 ∩ U2

0 auf U2 \ U1
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wird ϕ1g und ϕ2g auf U1 bzw. U2 stetig fortgesetzt. Setzt man

f1 := exp(−g1) und f2 := exp g2 ,

auf U1 beziehungsweise auf U2, so erhält man f = f−1
1 f2 auf U1 ∩U2, und der Satz ist

bewiesen.

Im allgemeinenFall unserer betrachtetenGruppeG kann allerdings keineKommutativität
vorausgesetzt werden, und eine neue Beweisidee ist erforderlich.

Lemma 3. Seien Ω ⊂ X kompakt, Ω� ⊂
◦
Ω abgeschlossen und f ∈ C0

1(Ω, G). Dann
gibt es eine Abbildung f̃ ∈ C0

1(X,G), so dass f̃ mit f auf Ω� übereinstimmt.

Beweis.

1. Es ist bekannt (siehe zum Beispiel [15], Seite 221), dass eine zusammenhängende
topologische Gruppe durch jede offene Umgebung des Einselementes erzeugt
werden kann. Speziell betrachten wir die Umgebung

Z := {(1 + h) ∈ C0
1(Ω, G) | �h�Ω < 1} .

Jedes Element f ∈ C0
1(Ω, G) läßt sich dann in der Form

f = (1 + h1) . . . (1 + hm), m ≥ 1 (1)

für endlich viele (1 + hj) ∈ Z , j = 1, . . . ,m schreiben. Wir wollen an dieser
Stelle dennoch den Beweis dafür angeben:
Es genügt zu zeigen, dass dieMengeQ aller Abbildungen ausC0

1(Ω, G) der Form
(1) offen und abgeschlossen in C0

1(Ω, G) ist, und nichtleer. Es sei g1 ∈ Q und
die Abbildung g2 ∈ C0

1(Ω, G) erfülle die Bedingung �g2 − g1�Ω < 1
�g−1

1 �Ω
. Für

h := g2g
−1
1 − 1 ergibt sich g2 = (1 + h)g1, wobei

�h�Ω = �g2g−1
1 − 1�Ω = �(g2 − g1)g

−1
1 �Ω ≤ �g2 − g1�Ω · �g−1

1 �Ω < 1 .

Folglich besitzt auch g2 die Form (1), d.h. g2 ∈ Q. Also ist die Menge Q offen.
Eine Folge von Abbildungen gn ∈ Q konvergiere bezüglich der Norm �.�Ω
gegen eine Abbildung g ∈ C0

1(Ω, G). Dann ist für hinreichend großes n die
Ungleichung �g − gn�Ω < 1

�g−1
n �Ω

erfüllt. Wir setzen h := gg−1
n − 1. Also gilt

g = (1 + h)gn, wobei �h�Ω = �gg−1
n − 1�Ω < 1, d.h. g ∈ Q, und die MengeQ

ist abgeschlossen. Wegen g = 1 ∈ Q ist schließlichQ nichtleer.
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2. Das Lemma von Urysohn liefert uns eine stetige Funktion

χ : X → [0, 1] mit χ(Ω�) = {1} und χ(X \ Ω) = {0} .

Abbildung 4: stetige Funktion χ nach Lemma von Urysohn

Jetzt setzen wir

f̃ :=

�
(1 + χh1) . . . (1 + χhm) auf Ω

1 auf X \ Ω .

Dann ist f̃ stetig auf X . Weiter sind f̃(x) für alle x ∈ X invertierbar, also gilt
f̃ ∈ C0(X,G), und man erhält f̃ = f auf Ω�.

3. Es bleibt zu zeigen, dass f̃ ∈ C0
1(X,G) gilt. Wie bei 1. läßt sich f in der Form

f = (1 + h1) . . . (1 + hm) schreiben. Für jedes j ∈ {1, . . . ,m} seien

h̃j :=

�
χhj auf Ω

0 auf X \ Ω .

Dann ist die Abbildung (1 + h̃j) ∈ C0(X,G) und �h̃j(x)� ≤ �hj�Ω < 1 für
alle x ∈ X und für jedes j ∈ {1, . . . ,m}. Es gilt:

f̃ = (1 + h̃1) . . . (1 + h̃m) ∈ C0(X,G) .

Schließlich ist durch

f̃t := (1 + th̃1) . . . (1 + th̃m) , t ∈ [0, 1]

eine stetige Schar von Abbildungen f̃t ∈ C0(X,G) erklärt mit f̃1 = f̃ und
f̃0 = 1, so dass wie behauptet f̃ ∈ C0

1(X,G) gilt.
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Das nächste Lemma (vergleiche Lemma 4) ist eine Verallgemeinerung von Lemma 3.
Dazu benutzen wir folgenden Satz (siehe [11], Seite 49 oder [6], Seite 12), der auch für
einen allgemeinenmetrischen RaumX und einen allgemeinen normierten Raum statt
der von uns betrachteten Banachalgebra A gilt, was hier allerdings irrelevant ist.

Satz 5 (Fortsetzungssatz vonDugundji). IstΩ �= ∅ eine abgeschlossene Teilmenge von
X und h : Ω → A stetig, so existiert eine stetige Abbildung ĥ : X → Amit ĥ|Ω = h,
wobei ĥ(X) in der konvexen Hülle con(h(Ω)) von h(Ω) liegt.

Beweis. Für jedes x ∈ X \ Ω sei

U(x) := K�0(x) , �0 :=
1

4
dist(x,Ω)

die offene Kugel um x mit dem Radius 1
4
dist(x,Ω). Dann gilt für den Durchmesser

von U(x):

diamU(x) ≤ 1

2
dist(x,Ω) ≤ 1

2
· 4
3
dist(U(x),Ω) < dist(U(x),Ω) . (2)

x U(x)

Omega X

rho0

distU

distx

Abbildung 5: Abstandsbetrachtungen für U(x) und Ω

Wegen X \ Ω =
�

x∈X\Ω
U(x) gibt es nach dem Satz von Stone (siehe [11], Seite 47)

eine lokal endliche Verfeinerung der U(x), die ebenfallsX \Ω überdeckt, etwa durch
offene Mengen Vλ, λ ∈ Λ. Das heißt, zu jedem Vλ existiert ein U(x) mit Vλ ⊂ U(x),
und jedes x ∈ X \Ω besitzt eine offene Umgebung, welche nur mit endlich vielen der
Vλ einen nichtleeren Schnitt hat. Man definiere für x ∈ X \ Ω die Funktion

α(x) :=
�

λ∈Λ
dist(x,X \ Vλ) .

Dabei besteht die Summe in einer Umgebung von x aus der gleichen endlichen Anzahl
nicht verschwindender Summanden. Somit istα als Abstandsfunktion stetig und größer
als Null inX \ Ω. Desweiteren wählen wir zu jedem λ ∈ Λ ein festes ωλ ∈ Ω mit

dist(Vλ,ωλ) < 2 dist(Vλ,Ω). (3)
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distU

distV

distVomega

XOmega

omegalambda

U(x)

Vlambda

x

Abbildung 6: Abstandsbetrachtungen für Vλ und Ω

Dies ist wegen dist(Vλ,Ω) ≥ dist(U(x),Ω) > 0 für Vλ ⊂ U(x), x ∈ X \ Ω möglich.
Wir setzen:

ĥ(x) :=




h(x) für x ∈ Ω
1

α(x)

�
λ∈Λ

dist(x,X \ Vλ)h(ωλ) für x ∈ X \ Ω .

Offenbar ist diese Abbildung auf X definiert, und es gilt ĥ(X) ⊂ con(h(Ω)). Die
Abbildung ĥ ist sowohl in

◦
Ω als auch in X \ Ω stetig, da h und α stetig sind und die

ωλ fest gewählt sind.
Es bleibt die Stetigkeit auf dem Rand von Ω zu zeigen: Seien dazu x0 ∈ ∂Ω und ε > 0
beliebig gewählt. Zunächst gibt es ein δ > 0 mit

�ĥ(x)− ĥ(x0)� < ε für x ∈ Ω , d(x, x0) < δ .

Nun sei x ∈ X \ Ω so gewählt, dass d(x, x0) <
δ
4
erfüllt ist. Aufgrund der Definition

vonα und ĥ, derGleichheit ĥ(x0) =
1

α(x)

�
λ∈Λ

dist(x,X\Vλ)ĥ(x0) und derDreiecksungleichung

gilt dann die Ungleichung:

�ĥ(x)− ĥ(x0)� ≤ 1

α(x)

�

λ∈Λ
dist(x,X \ Vλ)�ĥ(ωλ)− ĥ(x0)� , (4)

und es genügt folglich zu zeigen, dass für alle x, für die dist(x,X \ Vλ) �= 0 und
d(x, x0) < δ

4
gilt, die Ungleichung �ĥ(ωλ) − ĥ(x0)� < ε erfüllt ist. Dabei bedeutet

dist(x,X \ Vλ) �= 0 aber genau x ∈ Vλ ⊂ U(xλ), wobei xλ passend gewählt sei. Dann
gilt:

d(ωλ, x0) ≤ d(ωλ, x) + d(x, x0) (wegen der Dreiecksungleichung)
≤ dist(Vλ,ωλ) + diamVλ + d(x, x0) (wegen x ∈ Vλ)

≤ 2 dist(Vλ,Ω) + diamU(xλ) + d(x, x0) (wegen (3) und Vλ ⊂ U(xλ))

≤ 2 dist(Vλ,Ω) + dist(U(xλ),Ω) + d(x, x0) (wegen (2))
≤ 3 dist(Vλ,Ω) + d(x, x0) (wegen Vλ ⊂ U(xλ))

≤ 4 d(x, x0) (wegen x ∈ Vλ und x0 ∈ Ω)
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Somit ist für d(x, x0) < δ
4
nun d(ωλ, x0) < δ, also �ĥ(ωλ) − ĥ(x0)� < ε. Dann ist

nach (4) auch �ĥ(x)− ĥ(x0)� < ε.

Lemma 4. Seien Ω ⊂ X kompakt und f ∈ C0
1(Ω, G). Dann gibt es eine Abbildung

f̃ ∈ C0
1(X,G), so dass f̃ mit f auf Ω übereinstimmt.

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 3 bereits gezeigt wurde, läßt sich jede Abbildung
f ∈ C0

1(Ω, G) in der Form

f = (1 + h1) . . . (1 + hm) , m ≥ 1

für endlich viele (1 + hj) ∈ C0
1(Ω, G) mit �hj�Ω < 1, j = 1, . . . ,m schreiben.

Nach dem eben bewiesenen Fortsetzungssatz von Dugundji sind auf einer kompakten
Menge Ω ⊂ X die Abbildungen hj : Ω → A stetig auf X fortsetzbar, d.h. es gibt
stetige Abbildungen ĥj : X → A mit ĥj|Ω = hj. Für �hj�Ω < 1 gilt auch �ĥj(x)� ≤
�hj�Ω < 1 für alle x ∈ X aufgrund der Bedingung für die konvexe Hülle.Wir setzen:

f̃ := (1 + ĥ1) . . . (1 + ĥm) ∈ C0(X,G) .

Dann ist analog wie im Beweis von Lemma 3 durch

f̃t := (1 + tĥ1) . . . (1 + tĥm) , t ∈ [0, 1]

eine stetige Schar von Abbildungen f̃t ∈ C0(X,G) erklärt mit f̃1 = f̃ und f̃0 = 1, so
dass wie behauptet f̃ ∈ C0

1(X,G) gilt.

Lemma 5 (Fortsetzungssatz). Seien W ⊂ X abgeschlossen und kontrahierbar sowie
f ∈ C0(W,G1). Dann gibt es eine Abbildung f̃ ∈ C0

1(X,G), so dass f̃ mit f aufW
übereinstimmt.

Beweis.

1. Zunächst zeigtman, dass aus derKontrahierbarkeit vonW und demZusammenhang
von G1 der Zusammenhang von C0(W,G1) folgt:
Sei f eine beliebige Abbildung ausC0(W,G1). DaW kontrahierbar ist, existiert
eine stetige Abbildung

H : W × [0, 1] → W mit H(x, 0) = x und H(x, 1) = x0 ∈ W

für alle x ∈ W . Man definiert eine Abbildungsschar

ft(x) := f(H(x, t)) , x ∈ W , t ∈ [0, 1] ,

wobei H die eben erklärte Kontraktionsabbildung ist. Die Abbildung t �→ ft
ist stetig, und verbindet in C0(W,G1) das gegebene Element f0 = f mit dem
Element f1. Da die Abbildung f1 ≡ f(x0) konstant ist, und f(x0) ∈ G1 gilt,
folgt der Zusammenhang von C0(W,G1). Also gilt C0(W,G1) ⊂ C0

1(W,G),
und folglich auch f ∈ C0

1(W,G).

21



2. Man wähle kompakte MengenΩn ⊂
◦
Ωn+1 mitX =

∞�
n=1

Ωn so, dass die Mengen

W ∩ Ωn für alle n ∈ N kontrahierbar sind, wobei Ω1 mitW einen nichtleeren
Schnitt hat. Für jedes n ∈ N existiert eine stetige AbbildungHn : W ∩Ωn+1 ×
[0, 1] → W ∩ Ωn+1 mit

� Hn(x, 0) = x undHn(x, 1) = x0 ∈ W ∩Ωn für alle x ∈ W ∩Ωn+1 sowie
� Hn(W ∩ Ωn, t) ⊂ W ∩ Ωn für alle t ∈ [0, 1].

Man konstruiere induktiv eine Folge von Abbildungen fn ∈ C0
1(X,G) mit:

(a) fn = f aufW ∩ Ωn für n ≥ 1 und
(b) fn = fn−1 auf Ωn−1 für n ≥ 2.

Abbildung 7: zur induktiven Konstruktion der Abbildungen fn

Für den Induktionsanfang wenden wir Lemma 4 auf Ω := W ∩ Ω1 an und
erhalten f1 als stetige Fortsetzung von f |W∩Ω1 aufX .
Beim Induktionsschritt seien nun f1, . . . , fk ∈ C0

1(X,G), k ≥ 1 bereits konstruiert
und es gelte:

(a) fn = f aufW ∩ Ωn für n = 1, . . . , k und
(b) fn = fn−1 auf Ωn−1 für n = 2, . . . , k.

Die Konstruktion von fk+1 erfolgt dann in 2 Schritten. Man wende zunächst
Lemma 4 auf Ω := W ∩ Ωk+1 an und erhält eine Abbildung f̃k+1 ∈ C0

1(X,G)
mit f̃k+1 = f aufW ∩ Ωk+1. Im zweiten Schritt setze man

g :=

�
fkf̃

−1
k+1 auf Ωk

1 auf W ∩ Ωk+1

∈ C0(Ωk ∪ (W ∩ Ωk+1), G) .
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DieseDefinition istmöglich, da dieAbbildung gwegen (a) auf demgemeinsamen
Durchschnitt W ∩ Ωk gleich 1 ist. Als nächstes weisen wir nach, dass g aus
C0

1(Ωk ∪ (W ∩ Ωk+1), G) ist:
Dazu setzen wir

h := gf̃k+1f
−1
k ∈ C0(Ωk ∪ (W ∩ Ωk+1), G)

und zeigen h ∈ C0(Ωk ∪ (W ∩ Ωk+1), G). Es gilt:

h =

�
1 auf Ωk

f̃k+1f
−1
k auf W ∩ Ωk+1

.

Mit der KontraktionsabbildungHk definieren wir die stetige Schar

ht :=

�
1 auf Ωk

h(Hk(., t)) auf W ∩ Ωk+1

∈ C0(Ωk ∪ (W ∩ Ωk+1), G) , t ∈ [0, 1] .

Diese Definition ist möglich, da auf der gemeinsamen SchnittmengeW ∩Ωk die
InklusionHk(W ∩Ωk, t) ⊂ W ∩Ωk ⊂ Ωk gilt und folglich h(Hk(x, t)) = 1 für
alle x ∈ W ∩ Ωk und alle t ∈ [0, 1] laut Definition von h erfüllt ist. Weiterhin
gilt mit Hilfe der Eigenschaften vonHk:

h0 =

�
1 auf Ωk

h auf W ∩ Ωk+1

= h und h1 = 1 ,

woraus wie behauptet h, und damit auch g ∈ C0
1(Ωk ∪ (W ∩ Ωk+1), G) folgt.

Aus Lemma 4 folgt nun, dass es eine Abbildung g̃ ∈ C0
1(X,G) gibt mit g̃ = g

auf Ωk ∪ (W ∩ Ωk+1). Durch

fk+1 := g̃f̃k+1

ist sowohl fk+1 = f aufW ∩ Ωk+1, als auch fk+1 = fk auf Ωk erfüllt.

3. Die Folge der Abbildungen (fn)n∈N konvergiert auf X punktweise gegen eine
Abbildung f̃ mit f̃(x) = fn(x) für x ∈ Ωn nach (b). Da die Abbildungen
fn auf X stetig sind und die Konvergenz auf jeder der kompakten Mengen Ωn

gleichmäßig ist, ist die Grenzabbildung f̃ auf allen Ωn und damit auch auf X
stetig. Folglich gilt f̃ ∈ C0

1(X,G) und f̃ = f aufW nach (a).

Nach den eben betrachteten Lemmata kann man jetzt den nächsten Satz beweisen:
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Satz 6 (Faktorisierungssatz). Seien U1 und U2 offene Teilmengen von X mit einem
nichtleeren kontrahierbaren Durchschnitt. Dann gibt es zu jeder stetigen Abbildung
f : U1 ∩ U2 → G stetige Abbildungen f1 : U1 → G und f2 : U2 → G mit f = f−1

1 f2
auf U1 ∩ U2.

Bemerkung 1. Man sagt auch, f läßt sich faktorisieren.

Beweis. Man wähleW1 ⊂ U1 undW2 ⊂ U2 so, dass sie abgeschlossen in U1 ∪U2 sind,
ihr Durchschnitt wieder nichtleer und kontrahierbar ist, sowieW1 ∪W2 = U1 ∪ U2

gilt. Dann istW1 ∩W2 abgeschlossen in U1 ∪ U2, und es giltW1 ∩W2 ⊂ U1 ∩ U2.

W1

U1

W2

U2

Abbildung 8: relativ abgeschlossene TeilmengenW1 undW2 in U1 ∪ U2

Dass eine solcheWahl möglich ist, zeigt folgende Betrachtung: Nach dem Lemma von
Urysohn gibt es eine stetige Funktion

χ : U1 ∪ U2 → [0, 1] mit χ(U1 \ U2) := {0} und χ(U2 \ U1) := {1} .
Nun seien

W1 := χ−1
��

0,
3

4

��
und W2 := χ−1

��1
4
, 1
��

.

Als Urbilder abgeschlossener Mengen bezüglich einer stetigen Funktion sindW1 und
W2 abgeschlossen. Weiterhin giltW1 ∪W2 = χ−1([0, 1]) = U1 ∪ U2 undW1 ∩W2 =
χ−1([1

4
, 3
4
]) �= ∅. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man annehmen, dass

W1∩W2 kontrahierbar ist. Andernfalls betrachteman eineZusammenhangskomponente
V von (U1∩U2)\(W1∩W2). Gilt χ(∂V ) = {c}, c ∈ {1

4
, 3
4
}, so definieren wir χ durch

χ(V ) = {c} stetig um.
Außerdem können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit f(x0) = 1 für einen
beliebigen aber festen Punkt x0 ∈ U1 ∩ U2 annehmen. Andernfalls betrachte man
statt f die Abbildung (f(x0))

−1f(x), x ∈ U1 ∩ U2.
Dann gehören alle Werte f(x) für x ∈ U1 ∩ U2 zu G1, also f ∈ C0(U1 ∩ U2, G1).
Für die Anwendung des Fortsetzungssatzes (Lemma 5) seien W := W1 ∩ W2 und
X := U1 ∪ U2. Nun folgt, dass es eine stetige Abbildung f̃ : U1 ∪ U2 → G gibt mit
f̃ = f aufW1 ∩W2. Man setze:

f̃1 := 1 und f̃2 := f̃
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auf U1 ∪ U2 und es gilt f = f̃−1
1 f̃2 aufW1 ∩W2. Es bleibt zu zeigen, dass f auch auf

U1 ∩ U2 faktorisiert werden kann. Dazu setze man

f2 :=

�
f auf W1 ∩ U2

f̃ auf W2

und f1 :=

�
f2f

−1 auf U1 ∩ U2

1 auf U1 \W2

.

Abbildung 9: Schnittmengendarstellung zur Definition von f2 beziehungsweise f1

Dies ist möglich, da im ersten Fall f = f̃ auf der gemeinsamen SchnittmengeW1∩W2,
im zweiten Fall f2 = f und folglich f1 = 1 auf der gemeinsamen SchnittmengeU2\W2

gilt. Die Abbildungen sind wieder stetig und es sind f1(z) für alle z ∈ U1 und f2(z)
für alle z ∈ U2 invertierbar. Schließlich gilt auf U1 ∩ U2 :

f−1
1 f2 = (f2f

−1)−1f2 = ff−1
2 f2 = f .

Es folgt leicht:

Satz 7 (Zerfällungssatz). Es sei CG die Garbe der Keime stetiger Abbildungen mit
Werten inG undU1, . . . , Un,n ∈ N seien offeneMengen inX , so dass dieDurchschnitte
(U1 ∪ . . . ∪ Uk) ∩ Uk+1, k = 1, . . . , n− 1 kontrahierbar sind.
Dann giltH1(U , CG) = 1 für die Überdeckung U := (Uk)1≤k≤n von U1 ∪ . . . ∪ Un.

Beweis. Es sei F = CG. Für n = 1 ist die Aussage trivial. Für n > 1 ist (U1, . . . , Un)
eine F -Kette, da (U1 ∪ . . . ∪ Uk, Uk+1) für jedes k ∈ {1, . . . , n − 1} ein F -Paar
ist. Genau das haben wir in Satz 6 gezeigt. Nach Satz 2 ist folglich die zugehörige
Kohomologiemenge trivial, d.h. es giltH1(U , CG) = 1, was zu beweisen war.
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3.2 Der holomorphe Fall
Es seiGwieder die (multiplikative)Gruppe der invertierbarenElemente einer Banachalgebra
A undG1 diejenige Zusammenhangskomponente derGruppeG, welche das Einselement
1 enthält. Wir wählen nunX := C und nennen nichtleere offene Mengen der Form

R := {z ∈ C | a < Re z < b, c < Im z < d} mit a, b, c, d ∈ R

Rechtecke inC. Für ein beliebiges RechteckR ⊂ C seiO(R,A) der Banachraum aller
aufR stetigen und inR holomorphen Abbildungen mitWerten in der Banachalgebra
A. AlsNormverwendetman die Supremumsnorm �.�R, da die betrachtetenAbbildungen
auf der kompaktenMengeR stetig sind.Wir weisen darauf hin, dass die Abbildungen
aus dem RaumO(R,G) auch noch invertierbareWerte auf dem Rand vonR besitzen.
Weiterhin seiC∞(R,A) derRaumaller inR beliebig oft reell differenzierbarenAbbildungen
mit Werten in A.

Lemma 6. SeienR1 undR2 zwei Rechtecke inC, so dass ihre VereinigungR1∪R2 auch
wieder ein Rechteck ist. Dann läßt sich jede Abbildung f ∈ O(R1 ∩R2, A) darstellen
als f = f1 − f2, wobei f1 ∈ O(R1, A) und f2 ∈ O(R2, A) sind.

Bemerkung 2. Für zwei Rechtecke, derenVereinigungwieder ein Rechteck ist, ist auch
deren Durchschnitt ein Rechteck.

Beweis von Lemma 6. Es sei

χ : R1 ∪R2 → [0, 1] mit χ(R1 \R2) = {0} und χ(R2 \R1) = {1}

eine C∞-Funktion (für die Zerlegung der Eins siehe [16], Seite 47). Man setze die
Abbildungen

g1 :=

�
χf auf R1 ∩R2

0 auf R1 \R2

,

g2 :=

�
(χ− 1)f auf R1 ∩R2

0 auf R2 \R1

,

womit gj ∈ C∞(Rj, A) gilt und gj aufRj, j = 1, 2 stetig ist. Man erhält f = g1 − g2
auf R1 ∩R2. Auf R1 ∩R2 ist das komplexe Vektorfeld

∂

∂z
:=

1

2

� ∂

∂x
+ i

∂

∂y

�

mit x := Re z und y := Im z definiert. Die Abbildung f ist genau dann holomorph
auf R1 ∩R2, wenn dort

∂f

∂z
≡ 0
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gilt, denn die Beziehung ∂f
∂z

≡ 0 besagt, dass die Abbildung f bezüglich der komplexen
Variablen z die aus der Funktionentheorie bekanntenCauchy-RiemannschenDifferentialgleichungen
erfüllt. Aus f = g1 − g2 folgt nun

∂g1
∂z

=
∂g2
∂z

auf R1 ∩R2, und wir können

ϕ :=

�
∂g1
∂z

auf R1

∂g2
∂z

auf R2

∈ C∞(R1 ∪R2, A)

definieren. Das Pompeiu-Integral (siehe [7], Seite 25 oder [1], Seite 32) liefert eine
Lösung

h(z) := − 1

π

�

R1∪R2

ϕ(ζ)

ζ − z
dλ(ζ) , z ∈ R1 ∪R2

von ∂h
∂z

= ϕ, wobei dλ das Lebesque-Maß auf C ist. Offensichtlich ist die Abbildung
h ∈ C∞(R1 ∪ R2, A) und stetig auf R1 ∪R2, da der Integrand eine Singularität
höchstens vom 1. Grad aufweist. Die auf Rj stetigen Abbildungen

fj := gj − h , j = 1, 2

erfüllen ∂fj
∂z

≡ 0 auf Rj und liefern das Gewünschte.

Wirweisen nunnach, dass sich gewisseAbbildungen nahe der Einsabbildung faktorisieren
lassen (siehe Lemma 7). Im Beweis benutzen wir den Satz von Graves (siehe [10], Seite
193), der hier in leicht vereinfachter Form bewiesen wird.

Satz 8 (Graves). Es sei V eine offene Menge in dem Banachraum E1. Sei Θ : V → E2

eine stetig differenzierbare Abbildung in den Banachraum E2 und b0 ∈ V . Wenn
(DΘ)(b0) surjektiv ist, dann enthält Θ(V ) eine offene Umgebung von Θ(b0).

Beweis. Wir können annehmen, dass b0 = 0 und Θ(b0) = 0 gilt, da man ansonsten
eine Translation in den Banachräumen E1 und E2 durchführen kann. Es genügt zu
zeigen, dass für eine offene Kugel Kr(0) ⊂ E1 um den Mittelpunkt 0, die Menge
Θ(Kr(0)) ⊂ E2 eine offene Umgebung der 0 enthält. Sei die lineare Abbildung

Λ := (DΘ)(0)

die Ableitung von Θ an der Stelle b0 = 0. Da Λ nach Voraussetzung surjektiv ist,
könnenwir das OpenMapping Theorem (siehe zumBeispiel [10], Seite 183) anwenden
und erhaltenΛ(K1(0)) als eine offeneUmgebung inE2. Sie enthältwegen derHomogenität
von Λ die 0, und weiterhin eine abgeschlossene KugelK �

δ(0) mit δ > 0. Folglich gilt
Λ(K1(0)) ⊃ Λ(K1(0)) ⊃ K

�
δ(0) = δK

�
1(0). Durch geeignete Wahl der Norm auf
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E2 können wir Λ(K1(0)) ⊃ K
�
1(0) annehmen. Aufgrund der Homogenität von Λ gilt

auch Λ(K�(0)) ⊃ K
�
�(0) für jedes � > 0. Für ein beliebig gegebenes y ∈ E2 mit

�y�����
=:�0

≤ 1 existiert nun ein x ∈ K�0(0) ⊂ E1, so dass gilt:

Λx = y und �x� ≤ �0 = �y� . (5)

Es sei 0 < ε < 1 beliebig gewählt. Man nehme Kr(0) mit einem genügend kleinen
Radius r, so dass uns der Mittelwertsatz (siehe zum Beispiel [10], Seite 103) für x und
x� aus 1

1−ε
Kr(0) :

�Θ(x)−Θ(x�)− Λ(x− x�)� ≤ ε�x− x�� (6)

liefert. Es genügt zu zeigen, dass

Θ
� 1

1− ε
Kr(0)

�
⊃ Λ(Kr(0))

gilt, was wir im Folgenden tun werden. Sei dazu x1 ∈ Kr(0) ⊂ 1
1−ε

Kr(0) beliebig
gewählt und y1 := Λx1 ∈ Λ(Kr(0)). Wir suchen also ein x0 ∈ 1

1−ε
Kr(0), welches

Θ(x0) = y1 erfüllt.
1. Schritt: Wir setzen y2 := y1 −Θ(x1). Wegen (6) gilt:

�y1 −Θ(x1)� = �Λx1 −Θ(x1)� ≤ ε�x1� .

Es existiert ein x2 mit Λx2 = y2 und �x2� ≤ �y2� ≤ ε�x1� aufgrund von (5). Dann
ist

x1 + x2 ∈ (1 + ε)Kr(0) ,

und wegen (6) gilt:

�y1 −Θ(x1 + x2)� = �Θ(x1)−Θ(x1 + x2) + Λx2� ≤ ε�x2� ≤ ε2�x1� .

n-ter Schritt: Jetzt seien yn und xn gegeben mit Λxn = yn, �xn� ≤ εn−1�x1� und

�y1 −Θ(x1 + . . .+ xn)� ≤ εn�x1� .

Es sei yn+1 := y1 − Θ(x1 + . . . + xn). Wir können nach (5) ein xn+1 finden, so dass
Λxn+1 = yn+1 und �xn+1� ≤ �yn+1� ≤ εn�x1� erfüllt wird. Dann ist

x1 + x2 + . . .+ xn+1 ∈ (1 + ε+ . . .+ εn)Kr(0) ,

und mit Hilfe von (6) folgt wieder

�y1 − Θ(x1 + . . .+ xn+1)�
= �y1 −Θ(x1 + . . .+ xn) +Θ(x1 + . . .+ xn)−Θ(x1 + . . .+ xn+1)�
= �Λxn+1 +Θ(x1 + . . .+ xn)−Θ(x1 + . . .+ xn+1)�
≤ ε�xn+1� ≤ εn+1�x1� .
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Wir setzen x0 :=
∞�
k=1

xk , wobei diese Reihe wegen �xk� ≤ εk−1�x1� für alle k > 1

der Norm nach konvergiert. Man erhältΘ(x0) = y1 wegen �y1−Θ(
n�

k=1

xk)� → 0 bei

n → ∞. Weiterhin gilt x0 ∈ 1
1−ε

Kr(0) wegen �x0� ≤ �x1�
∞�
k=1

εk−1 = 1
1−ε

�x1�, und
unser Satz ist bewiesen.

Lemma 7. Es gibt ein ε0 > 0, so dass für alle Abbildungen f ∈ O(R1 ∩ R2, G) mit
�f − 1�R1∩R2

< ε0 Abbildungen f1 ∈ O(R1, G) und f2 ∈ O(R2, G) existieren mit
f = f−1

1 f2 auf R1 ∩R2.

Beweis. Man setze B := O(R1, A) ⊕O(R2, A), F := O(R1 ∩ R2, A) und definiere
eine Abbildung

Φ : B → F durch Φ(g1, g2) := (1 + g1)(1 + g2) = 1 + g1 + g2 + g1g2 ,

wobei (g1, g2) ∈ B ist. Wir erhalten sofort Φ(0, 0) = 1 ∈ ImΦ.
Seien b = (b1, b2) ∈ B und h = (h1, h2) ∈ B. Gesucht ist eine lineare Abbildung
DbΦ ∈ L(B,F ) mit �Φ(b+ h)− Φ(b)− (DbΦ)h� = o(�h�) :
Es ergibt sich Φ(b+ h)− Φ(b) = (b2 + 1)h1 + (b1 + 1)h2 + h1h2. Die durch

(DbΦ)h := (b2 + 1)h1 + (b1 + 1)h2

definierte lineare Abbildung erfüllt die Ungleichung: �Φ(b+h)−Φ(b)− (DbΦ)h� =
�h1h2� ≤ �h1� · �h2� ≤ �h�2 = o(�h�), so dass Φ auf B stetig differenzierbar ist,
undDbΦ die Ableitung von Φ im Punkt b ist. Speziell erhalten wir für b = (0, 0) jetzt

Ψ(g1, g2) := (D(0,0)Φ)(g1, g2) = g1 + g2 .

Die so erklärte Abbildung Ψ : O(R1, A) ⊕ O(R2, A) → O(R1 ∩ R2, A) ist nach
Lemma 6 surjektiv. Nun haben wir alle erforderlichen Voraussetzungen, um den Satz
von Graves anzuwenden:
Wir verwenden E1 := B, E2 := F, V := {(g1, g2) ∈ B | �gj�Rj

< 1, j = 1, 2},
Θ := Φ, b0 := (0, 0) und (DΘ)(b0) := Ψ. Das liefert uns ein ε0 > 0, so dass alle
f ∈ F mit �f − 1�R1∩R2

< ε0 ein Urbild (g1, g2) ∈ V bezüglich Φ besitzen, wobei
f = Φ(g1, g2) = (1 + g1)(1 + g2) gilt. Die Abbildungen

f−1
1 := 1 + g1 und f2 := 1 + g2

erfüllen das Geforderte3, und damit ist das Lemma bewiesen.
3Dabei sind in einer Banachalgebra die fj(z) ∀z ∈ Rj , j = 1, 2 durch dieWahl von V invertierbar

(siehe [10], Seite 67).
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Die Notwendigkeit dieser zunächst sehr speziell erscheinenden Aussage von Lemma
7 wird im Beweis von Satz 9 deutlich. Vorausgeschickt werden drei Hilfssätze und
folgende Redeweise:
Sei Y eine beliebige nichtleere Menge in C. Eine Abbildung f heißt holomorph in Y ,
wenn f in einer offenenMengeU mitU ⊃ Y definiert und holomorph ist (Definition
vergleiche [4], Seite 48). Falls Y selbst offen ist, so kann natürlich U = Y gewählt
werden.
Wirweisen darauf hin, dass für jedesRechteckR ⊂ C und jede holomorpheAbbildung
f : R → G auch f ∈ O(R,G) gilt, die Umkehrung aber im Allgemeinen nicht. Mit
O(R,G) bezeichnenwir die topologischemultiplikativeGruppe aller aufRholomorphen
Abbildungen mit Werten in G ausgestattet mit der von der Supremumsnorm �.�R
erzeugten Topologie.
Lemma 8. Sei R ein beliebiges Rechteck in C. Dann läßt sich jede Abbildung f ∈
O(R,G1) in der Form f = (1 − h1) . . . (1 − hm), m ≥ 1 schreiben mit (1 − hj) ∈
O(R,G1) und �hj�R < 1, j = 1, . . . ,m.
Beweis. Wir weisen nach, dass die GruppeO(R,G1) zusammenhängend ist: Sei dazu
g eine beliebige Abbildungen ausO(R,G1) und z0 derMittelpunkt vonR. Es ist dann
leicht zu sehen, dass die AbbildungH : [0, 1] → O(R,G1), welche durch die Formel

(H(t))(z) := g(t(z − z0) + z0) , z ∈ R

bestimmt ist und einen stetigenWeg inO(R,G1) darstellt, welcher das ElementH(1) =
g mit dem Element H(0) ≡ g(z0) ∈ G1, also H(0) ∈ O(R,G1), verbindet. Da g
beliebig gewählt war und G1 zusammenhängend ist, folgt daraus der Zusammenhang
der topologischen GruppeO(R,G1).
Wie schon im stetigen Fall, kann nun eine zusammenhängende topologische Gruppe
durch eine offene Umgebung des Einselementes erzeugt werden. Speziell betrachten
wir die Umgebung Z := {(1 − h) ∈ O(R,G1) | �h�R < 1}. Jedes Element f ∈
O(R,G1) läßt sich dann in der Form

f = (1− h1) . . . (1− hm) , m ≥ 1

für endlich viele (1 − hj) ∈ Z, j = 1, . . . ,m schreiben, wobei der Nachweis analog
zum ersten Punkt aus dem Beweis von Lemma 3 ist.4

Lemma9. Es seiR ⊂ C derAbschluß einesRechtecks.Dannkannman jede holomorphe
Abbildung f : R → Amit einem beliebigen Genauigkeitsgrad gleichmäßig bezüglich
der Supremumsnorm �.�R auf R durch Polynome der Art

p(z) =
N�

j=0

zjpj , pj ∈ A

approximieren.
4Das in den Faktoren gewählte Plus- oder Minuszeichen ist dabei belanglos und kann je nach

Kontext beliebig gewählt werden.
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Bemerkung 3. DerBeweis ist angelehnt an denBeweis des verallgemeinertenTheorems
vonRunge (siehe [7], Seite 36).Natürlich ist es für denBeweis nichtwichtig, abgeschlossene
Rechtecke zu betrachten.Genausogut können zumBeispiel einfach zusammenhängende
kompakte Mengen betrachtet werden.

Beweis. Wir wählen eine hinreichend kleine offene Umgebung U vonR, deren Rand
aus einer rektifizierbaren Jordan-Kurve besteht, so dass dieAbbildung f nochholomorph
auf U fortgesetzt werden kann. Die Cauchysche Integralformel liefert uns

f(z) =
1

2πi

�

∂U

f(ζ)

ζ − z
dζ , z ∈ R .

Dieses Integral läßt sich auf R gleichmäßig durch Riemann-Summen mit beliebiger
Genauigkeit approximieren:

f(z) ≈ 1

2πi

M�

j=1

f(ζj)

ζj − z
Δj , Δj := ζj − ζj−1

für ein genügend großesM ∈ N. Es bleibt zu zeigen, dass für ζ /∈ R die komplexwertige
Funktion (ζ−z)−1 aufR gleichmäßig durchPolynome approximiertwerden kann. Sei
dazu Γ eine Kurve inC\R, parametrisiert durch ζ : [0,∞) → C, so dass |ζ(t)| t→∞−→ ∞
gilt. Die Menge

T := {t ∈ [0,∞) | (ζ(t)− z)−1 ist beliebig genau durch Polynome approximierbar}

ist offenbar abgeschlossen, da eine gleichmäßig konvergente Folge durch Polynome
approximierbarer Abbildungen selbst durch Polynome approximierbar ist.
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T ist nichtleer, da für |ζ(t1)| > sup{|z| | z ∈ R} die Funktion (ζ(t1)− z)−1 in einer
offenen Kreisscheibe, welcheR beinhaltet, holomorph ist und durch eine Potenzreihe
repräsentiert werden kann.

zeta

z0

Ga

zetat1

z
U

Rq

Abbildung 10: Approximation der Funktion 1
ζ−z

Schließlich ist T auch offen: Wir wählen t0 ∈ T und zeigen, dass es eine Umgebung
von t0 gibt, die noch ganz in T enthalten ist. Wir setzen

ε := inf{|ζ(t0)− z| | z ∈ R} > 0 , (7)

und aufgrund der Stetigkeit von ζ als Funktion vom Parameter t existiert ein δ > 0
derart, dass aus |t0 − t| < δ die Beziehung |ζ(t0)− ζ(t)| < ε folgt. Es bleibt zu zeigen,
dass t ∈ T für alle tmit |t0− t| < δ gilt.Wir können (ζ(t)−z)−1 als eine Potenzreihe
in (ζ(t0)− z)−1 schreiben, welche gleichmäßig auf R konvergiert:
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1

ζ(t)− z
=

1

ζ(t0)− z + ζ(t)− ζ(t0)

=
1

(ζ(t0)− z)
�
1− ζ(t0)− ζ(t)

ζ(t0)− z� �� �
betragsmäßig <1 wegen (7)

�

=
1

ζ(t0)− z

∞�

k=0

�ζ(t0)− ζ(t)

ζ(t0)− z

�k

mit Hilfe der geometrischen Reihe

=
∞�

k=0

�
ζ(t0)− ζ(t)

�k
�
ζ(t0)− z

�k+1

≈
L�

k=0

�
ζ(t0)− ζ(t)

�k
�
ζ(t0)− z

�k+1
für ein genügend großes L ∈ N .

Da t0 ∈ T , ist auch t ∈ T , und da T bezüglich der zusammenhängendenMenge [0,∞)
offen, abgeschlossen und nichtleer ist, gilt T = [0,∞), und das Lemma ist bewiesen.

Lemma 10 (Approximationssatz). Es sei f : R → G eine holomorphe Abbildung,
wobei R ⊂ C der Abschluß eines Rechtecks ist. Dann existiert für jedes ε > 0 eine
holomorphe Abbildung f̃ : C → G, so dass gilt:

�f − f̃�R < ε , beziehungsweise �1− ff̃−1�R < ε .

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man wie im Beweis von Satz
6 annehmen, dass alle Bilder f(z) zu der Zusammenhangskomponente G1 gehören.
Andernfalls kannman die Abbildung (f(z0))−1f(z), z ∈ R betrachten, wobei z0 ∈ R
beliebig aber fest gewählt sei. Aus Lemma 8 folgt

f = (1− h1) . . . (1− hm) = exp(ln(1− h1)) . . . exp(ln(1− hm)) , m ≥ 1 ,

wobei (1−hj) ∈ O(R,G1) und �hj�R < 1, j = 1, . . . ,m ist. Für alle j ∈ {1, . . . ,m}
gilt:

ln(1− hj) =
∞�

k=1

1

k
hk
j .

Aufgrund von Lemma 9 existieren Polynome pj : C → A, j = 1, . . . ,m, welche die
entsprechenden Abbildungen ln(1− hj) auf R so genau gleichmäßig approximieren,
dass die Abbildung

g̃ := exp p1 . . . exp pm
das Gewünschte liefert. Damit ist das Lemma bewiesen.
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Nun haben wir alle Voraussetzungen, um folgenden Satz zu beweisen.

Satz 9. SeienR1 undR2 Rechtecke inC, so dass ihre Vereinigung wieder ein Rechteck
ist. Dann gibt es zu jeder Abbildung f ∈ O(R1 ∩R2, G)Abbildungen f1 ∈ O(R1, G)
und f2 ∈ O(R2, G) mit f = f−1

1 f2 auf R1 ∩R2.

Beweis. Sei f ∈ O(R1 ∩R2, G) beliebig gewählt.Dann liefert uns derApproximationssatz
mit ε = ε0 (aus Lemma 7) eine holomorphe Abbildung f̃ : C → G, für die

ff̃−1 = 1 + g

aufR1 ∩R2 gilt, wobei (1+g) ∈ O(R1∩R2, G) und �g�R1∩R2
< ε0 ist. DieAbbildung

(1 + g) erfüllt die Voraussetzungen von Lemma 7 und läßt sich in der Form

1 + g = (1 + g1)(1 + g2)

mit (1 + g1) ∈ O(R1, G) und (1 + g2) ∈ O(R2, G) schreiben (siehe die Setzung im
Beweis von Lemma 7). Durch Umstellen erhalten wir

f = (1 + g1)� �� �
=:f−1

1

(1 + g2)f̃� �� �
=:f2

und der Satz ist bewiesen.

Die Aussage des Satzes behält ihre Gültigkeit, wennmanHolomorphie nur im Inneren
verlangt (siehe Satz 10).
Für eine beliebige nichtleereMengeY ⊂ C seiO(Y,A) dieMenge aller aufY holomorphen
Abbildungen mit Werten in A, die offenbar einen Vektorraum über C bildet. Zur
Definition einer Topologie betrachten wir O(Y,A) als Teilraum des Fréchetraumes
C0(Y,A).

Satz 10 (Faktorisierungssatz). SeienR1 undR2Rechtecke inC, so dass ihreVereinigung
wieder ein Rechteck ist. Dann gibt es zu jeder holomorphen Abbildung f : R1∩R2 →
G holomorphe Abbildungen f1 : R1 → G und f2 : R2 → G mit f = f−1

1 f2 auf
R1 ∩R2.

Beweis. Es seien (Rjn)n∈N, j = 1, 2 Ausschöpfungen von Rj durch Rechtecke, für
die Rn := R1n ∩ R2n und R1n ∪ R2n wieder Rechtecke sind, wobei Rn ⊂ Rn+1 und�
n∈N

Rn = R1 ∩R2 gilt, und R1 nichtleer ist (siehe Abbildung 11).

Gegeben sei die inR1∩R2 holomorphe Abbildung f . Nach Satz 9 gibt es für jedes n ∈
N auf Rjn stetige und in Rjn holomorphe Abbildungen fjn, j = 1, 2 mit f = f−1

1n f2n
auf Rn. Es sei

vn := fjnf
−1
j,n+1

auf Rjn, wobei auf Rn gilt f−1
1n f2n = f−1

1,n+1f2,n+1, also f1nf
−1
1,n+1 = f2nf

−1
2,n+1, und

damit ist vn wohldefiniert, holomorph in R1n ∪R2n und stetig auf R1n ∪R2n. Durch
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R2
R1

R2n
R1n

Rn

Abbildung 11: Ausschöpfungen der Rechtecke R1 und R2

wiederholteAnwendung desApproximationssatzes erhältmanholomorpheAbbildungen
gn : C → G mit

�1− (gnvn)g
−1
n+1�R1n∪R2n

<
1

2n+1
, n ∈ N ,

wobei g1 := 1 gesetzt wird. Dann ist

hn :=
∞�

k=n

(gkvkg
−1
k+1)

auf R1n ∪R2n gleichmäßig konvergent, so dass hn in R1n ∪ R2n holomorph ist, und
stetig auf R1n ∪R2n. Es gilt:

�1− hn�R1n∪R2n
<

1

2n
e 1

2n < 1 ,

also hn ∈ O(R1n∪R2n, G). Wegen hn = (gnvng
−1
n+1)hn+1 aufR1n∪R2n gilt g−1

n hn =
vng

−1
n+1hn+1 und es folgt f−1

jn g−1
n hn = f−1

j,n+1g
−1
n+1hn+1 auf Rjn für j = 1, 2. Setzen wir

fj := f−1
jn g−1

n hn , j = 1, 2

auf Rjn, so ist fj : Rj → G wohldefiniert und holomorph. Dann gilt:

f−1
1 f2 = f−1

1n g
−1
n hnh

−1
n gnf2n = f−1

1n f2n = f

auf Rn für alle n ∈ N, und folglich auch auf R1 ∩R2.

Wie im stetigen Fall erhält man den folgenden Satz.
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Satz 11. Es sei OG die Garbe der Keime holomorpher Abbildungen mit Werten in G,
und R1, . . . , Rn, n ∈ N seien Rechtecke in C, so dass die Durchschnitte (R1 ∪ . . . ∪
Rk)∩Rk+1 und die VereinigungenR1∪ . . .∪Rk+1, k = 1, . . . , n−1wieder Rechtecke
sind.
Dann giltH1(R,OG) = 1 für die ÜberdeckungR := (Rk)1≤k≤n von R1 ∪ . . . ∪Rn.

Beweis. Der Nachweis erfolgt analog zum Beweis von Satz 7 im stetigen Fall:
Es sei F = OG. Für n = 1 ist die Aussage trivial. Für n > 1 sind wegen Satz 10
(R1∪ . . .∪Rk, Rk+1) für alle k ∈ {1, . . . , n− 1} F -Paare und damit ist (R1, . . . , Rn)
eine F -Kette, woraus mit Satz 2 folgt, dassH1(R,OG) trivial ist.

Satz 12. Sei R ein Rechteck in C und R = (Rj
i )1≤i≤nj ,1≤j≤m mit nj,m ∈ N eine

Überdeckung von R, wobei die Rj
i Rechtecke in C sind, für die gilt:

1. für alle j ∈ {1, . . . ,m} sind die Durchschnitte (Rj
1 ∪ . . .∪Rj

k)∩Rj
k+1 und die

Vereinigungen Rj
1 ∪ . . . ∪Rj

k+1, k = 1, . . . , nj − 1 Rechtecke in C und

2. mit Rj :=
�

1≤i≤nj

Rj
i für alle j ∈ {1, . . . ,m} sind (R1 ∪ . . . ∪ Rk) ∩ Rk+1 und

R1 ∪ . . . ∪Rk+1, k = 1, . . . ,m− 1 wieder Rechtecke in C.

Dann istH1(R,OG) = 1.

Abbildung 12: Überdeckung von R

Beweis. Hier ist wieder F = OG. Wie im Beweis von Satz 11 erhalten wir sofort
für alle j ∈ {1, . . . ,m} F -Ketten Rj := (Rj

1, . . . , R
j
nj
) und eine weitere F -Kette

(R1, . . . , Rm). Laut Definition handelt es sich beiR = R1 ∪ . . .∪Rm um ein F -Feld
und Satz 3 liefert uns wie gewünschtH1(R,OG) = 1.

Es geht nun darum, diesen Satz zu verallgemeinern, d.h. wir wollen beliebige offene
Überdeckungen betrachten, und dabei nicht nur Rechtecke überdecken.
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Satz 13 (Zerfällungssatz). SeiY ein einfach zusammenhängendesGebiet inC, dasmehr
als einen Randpunkt hat. Dann istH1(Y,OG) = 1.

Beweis. MitHilfe des RiemannschenAbbildungssatzes bildetmanY eineindeutig und
konform auf ein Rechteck R in C ab, indem man beide Gebiete zunächst auf das
Innere des Einheitskreises abbildet. Sei ϕ : Y → R eine solche Abbildung. Dabei
vermittelt die bijektive holomorphe Abbildungsfunktion ϕ eine bijektive Abbildung
der holomorphen GarbeOG auf sich, d.h. wir betrachten die Keime der Abbildungen
nicht bezüglich der Punkte a ∈ Y , sondern bezüglich ihrer Bildpunkte ϕ(a) ∈ R,
und es genügt zu zeigenH1(R,OG) = 1.
SeiU = (Uk)k∈K eine beliebigeÜberdeckungmit offenenMengen vonY .Wir betrachten
für n = 1, 2, . . . die Abschlüsse der Rechtecke

Rn :=
�
z ∈ R | dist(z, ∂R) >

1

C · n
�
,

wobei die Konstante C genügend groß gewählt sei, damit R1 nichtleer ist. Dann gilt
∞�
n=1

Rn =
∞�
n=1

Rn = R. DaRn kompakt ist, gibt es endlich vieleMengenUkl , 1 ≤ l ≤ mn

der Überdeckung U = (Uk)k∈K , für die Rn ⊂
mn�
l=1

Ukl gilt. Dann ist Un := (Ukl ∩

Rn)1≤l≤mn eine endlicheÜberdeckung vonRn, so dass eineVerfeinerungRn = (Rj
i )1≤i≤nj ,1≤j≤m

existiert, welche den Bedingungen von Satz 12 genügt. Damit gilt H1(Rn,OG) = 1,
und weiterhinH1(U|Rn ,OG) = 1 wegen Korollar 1, also

H1(Rn,OG) = 1 ∀n ∈ N

da U beliebig gewählt war. Wir betrachten an dieser Stelle die Überdeckung

R := (Rn)n∈N

von R. Dann gilt für alle Ψ ∈ H1(R,OG) nun Ψ|Rn = 1 ∀n ∈ N, und wir können
Satz 1 anwenden. Dieser liefert uns ein Φ ∈ H1(R,OG) mit [Φ] = Ψ. Es sei f ∈
Z1(R,OG) ein beliebiger 1-Kozyklus mit [f ] = Φ, und wir zeigen, dass ein w ∈
C0(R,OG) mit fn,n+1 = w−1

n wn+1 auf Rn für alle n ∈ N existiert:
Durch wiederholte Anwendung des Approximationssatzes erhalten wir holomorphe
Abbildungen gn : C → G mit

�1− (gnfn,n+1)g
−1
n+1�Rn−1

<
1

2n+1
, n ∈ N ,

wobei g1 := 1 gesetzt wird. Dann ist

hn :=
∞�

k=n

(gkfk,k+1g
−1
k+1)
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aufRn−1 gleichmäßig konvergent, so dass hn aufRn−1 holomorph ist. Weiterhin gilt:

�1− hn�Rn−1
<

1

2n
e 1

2n < 1 ,

so dass hn(z) für alle z ∈ Rn−1invertierbar ist, also hn|Rn−1 ∈ OG(Rn−1) gilt. Wegen

hn = (gnfn,n+1g
−1
n+1)hn+1

auf Rn folgt hn ∈ OG(Rn), denn der erste Faktor ist Produkt dreier dort definierter
holomorpher Abbildungen mit invertierbaren Werten und der zweite Faktor hn+1

ist nach dem eben Gezeigten ebenfalls holomorph mit invertierbarenWerten auf Rn.
Dann gilt fn,n+1 = (h−1

n gn)
−1h−1

n+1gn+1 auf Rn. Setzen wir

wn := h−1
n gn und wn+1 := h−1

n+1gn+1

auf Rn beziehungsweise auf Rn+1, so sind wn : Rn → G und wn+1 : Rn+1 → G
holomorph und es gilt auf Rn ∩Rn+1 = Rn:

fn,n+1 = w−1
n wn+1 .
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Thesen
� SeienG eineGarbe über einem topologischenRaumX ,U eine offeneÜberdeckung

vonX undΨ ein Element aus derKohomologiemengeH1(X,G), dessenEinschränkungen
auf dieMengen von U jeweils die neutralen Elemente sind. Dann existiert einΦ
aus derKohomologiemengeH1(U ,G), dessenÄquivalenzklassemitΨübereinstimmt
(Satz 1).

� Seien F eine Garbe über X und U eine F -Kette beziehungsweise ein F -Feld.
Dann ist die KohomologiemengeH1(U ,F) trivial (Sätze 2 und 3).

� SeienX einmetrischerRaum, der sich alsVereinigung abzählbar vieler kompakter
Teilmengen darstellen läßt,G dieMenge der invertierbarenElemente einer Banachalgebra
und G1 ⊂ G diejenige Zusammenhangskomponente, welche das Einselement
enthält. Dann gelten:
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stetiger Fall holomorpher Fall
Fortsetzungs-
bzw.
Approximationssatz

Seien W ⊂ X abgeschlossen
und kontrahierbar sowie
f : W → G1 eine stetige
Abbildung. Dann existiert
eine stetige Abbildung
f̃ : X → G aus der
Zusammenhangskomponente
der Einsabbildung, die auf W
mit f übereinstimmt (Lemma
5).

Seien R ⊂ C der Abschluß
eines Rechtecks und
f : R → G eine holomorphe
Abbildung. Dann gibt es
eine holomorphe Abbildung
f̃ : C → G, welche die
Abbildung f auf R beliebig
genau approximiert (Lemma
10).

Faktorisierungs-
sätze

Seien U1, U2 offene
Teilmengen von X mit einem
nichtleeren kontrahierbaren
Durchschnitt. Dann läßt
sich jede stetige Abbildung
f : U1∩U2 → G faktorisieren
(Satz 6).

Seien R1, R2 Rechtecke in C,
deren Vereinigung wieder ein
Rechteck ist. Dann läßt sich
jede holomorphe Abbildung
f : R1∩R2 → G faktorisieren
(Satz 10).

Zerfällungs-
sätze

Seien CG die Garbe der Keime
stetiger Abbildungen über
X mit Werten in G und
U1, . . . , Un, n ∈ N offene
Mengen in X , wobei die
Durchschnitte von Uk+1 und
U1∪. . .∪Uk, k = 1, . . . , n−1
kontrahierbar sind. Dann ist
die Kohomologiemenge
H1((Uk)1≤k≤n, CG) trivial
(Satz 7).

SeienOG die Garbe der Keime
holomorpher Abbildungen
über C mit Werten in G
und Y ⊂ C ein einfach
zusammenhängendes Gebiet,
welches mehr als einen
Randpunkt hat. Dann ist
die Kohomologiemenge
H1(Y,OG) trivial (Satz 13).
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