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1 Einfihrung

Kohomologie-Methoden werden in der komplexen Analysis seit etwa 1950 intensiv
studiert, zum Beispiel von J. Leray, H. Cartan, J. P. Serre und K. Stein (siehe [5], Seite
XVII). Die dabei untersuchten mathematischen Strukturen sind auf topologischen
Réaumen durch gewisse Mengen stetig lokal definierter Abbildungen, auch Abbildungskeime
genannt, erklart. Mathematisch exakt lassen sich diese Strukturen als Garben definieren,
was auf J. Leray zuriickgeht (siehe [12] und [13]). In Abhingigkeit von Eigenschaften
der betrachteten Abbildungen beschaftigen wir uns besonders mit Garben von stetigen
und holomorphen Abbildungskeimen, wobei die Bilder dieser Abbildungen in der
multiplikativen topologischen Gruppe einer Banachalgebra liegen sollen, die nicht
notwendig abelsch ist. Dadurch verallgemeinern wir den in [5] und [7] ausfithrlich
behandelten Fall von matrixwertigen Abbildungen, betrachten im holomorphen Fall
allerdings nur eine komplexe Veranderliche. Es werden deshalb Garben iiber nicht
notwendigerweise abelschen Gruppen eingefiihrt. Leider ist die Kohomologietheorie
im nichtabelschen Fall nur ansatzweise ausgearbeitet. Das liegt unter anderem daran,
dass die Gruppenstruktur der Kohomologiemenge H' bereits verloren geht.

Im Abschnitt 2.1 behandeln wir die grundlegende Theorie der Garben iiber nicht
notwendig abelschen Gruppen, und fithren die erste Kohomologiemenge H' ein. Es
ergeben sich Schwierigkeiten bei der Definition héherer Kohomologiemengen HY,
q = 2,3, worauf in dieser Arbeit nicht eingegangen wird.

Die grunglegende Absicht der Arbeit besteht in der Beantwortung der Frage, unter
welchen Umstinden die Kohomologiemenge H' trivial ist. Diesbeziigliche Zerfallungssatze
formulieren und beweisen wir sowohl im stetigen Fall (Abschnitt 3.1) unter relativ
allgemeinen Forderungen an X, als auch im holomorphen Fall (Abschnitt 3.2) unter
spezielleren Voraussetzungen. In den Beweisen werden Faktorisierungssatze verwendet.
Diese sind im holomorphen Fall analog den Cousinschen beziehungsweise Cartanschen
Heftungslemmata (sieche zum Beispiel [5], Kapitel III) und werden fiir unsere Falle
speziell formuliert und bewiesen. Die Faktorisierungssitze benutzen im stetigen Fall
einen Fortsetzungssatz, der mit Hilfe des Fortsetzungssatzes von Dugundji (siehe [11]
oder [6]) bewiesen wird, und im holomorphen Fall einen Approximationssatz und den
Satz von Graves (siehe [10]). Beim Ubergang vom paarweisen Schnitt zu endlichen
Uberdeckungen war es zweckmafig, sogenannte JF-Ketten fiir den stetigen Fall und
JF-Felder besonders fiir den holomorphen Fall zu definieren (Abschnitt 2.2), wobei
F eine beliebige Garbe iiber einer nicht notwendig abelschen Gruppe ist. Mit Satz 1
enthalt der Abschnitt 2.1 eine relativ allgemeine Aussage, deren Wert erst im Beweis
des letzten Satzes der Arbeit beim Nachweis des Zerféllungssatzes im holomorphen
Fall deutlich wird. Bei der Anwendung dieses Satzes ergibt sich schlieflich durch
einen Grenziibergang, dass die betrachtete Kohomologiemenge H' trivial ist. Man
kann diein den Hauptsitzen der Arbeit (Satz 7, Satz 13) verwendeten Aussagen schematisch
folgendermaf3en darstellen:



Lemma 3 Satz 5 | Lemma 6 Satz 8 Lemma 8,9
(Fortsetzungssatz | - (Graves)
von Dugundji)
Lemma 7 Lemma 10

Lemma 4

/ (Approximationssatz)

Lemma 5 T
(Fortsetzungssatz) ~ (Abschnitt 2.2) - [ Satz 10 ]

(Faktorisierungssatz)

Satz 6
(Faktorisierungssatz)
Satz 7 Satz 13
(Zerfallungssatz) | Korollar 1+ (Zerfallungssatz)
(Abschnitt 3.1) ~ (Abschnitt 2.1) - (Abschnitt 3.2)
~ stetigerFall " allgemein holomorpher Fall

Abbildung 1: Logische Abhangigkeiten der Satze und Hilfssatze



2 Grundlegende Definitionen und Sétze

2.1  Kohomologiemengen

Fiir die nachfolgenden Definitionen vergleiche man [8], [9] und [2].

Definition 1. Eine Garbe G von nicht notwendigerweise abelschen Gruppen tiber X
(kurz: eine Garbe iiber X) ist ein Tripel (S, 7, X') mit folgenden Eigenschaften:

1. S und X sind topologische Rdume und 7 : S — X ist eine surjektive, stetige
Abbildung, welche Projektion der Garbe genannt wird.

2. Jeder Punkt s € S besitzt eine offene Umgebung N C S, so dass 7|y ein
Homgomorphismus von N auf 7(V) ist.

3. DieMenge G, := 71 (x),der sogenannte Halm, ist fiir jedes € X eine Gruppe.

4. Die durch (s,t) — st™! fiir jedes z € X definierte Abbildung von G, x G, in
G, ist stetig.

piN X

Abbildung 2: Definition einer Garbe

Definition 2. Ein Schnitt in einer Garbe G iiber einer offenen Menge U C X ist eine
stetige Abbildung f : U — S, fur die 7 o f = id gilt. Die Menge aller Schnitte
in G iiber U ist eine Gruppe (mit der Operation (fg)(z) := f(z)g(x),z € U, f,g
Schnitte iiber UU) und wird mit G(U) bezeichnet. Das Einselement der Gruppe ist der
Einsschnitt z + 1, € G,, * € U und wird mit 1 bezeichnet. Inverse Elemente f~!
werden in G(U) durch (f~1)(x) := f(z)~!,x € U definiert.!

1 =1 bezeichnet also nicht die Umkehrabbildung von f.



Ein einfaches Beispiel einer Garbe G = (5,7, X) von nichtabelschen Gruppen ist
folgendermaflen definiert: Sei S := X x GL(r), r > 2 fiir einen topologischen Raum
X, wobei GL(r) C C™" die Gruppe der invertierbaren r x r-Matrizen ist. Dabei
betrachte man auf GL(r) die diskrete Topologie, womit insbesondere einpunktige
Teilmengen von GL(r) offen sind. Auf S betrachte man die Produkttopologie. Es sei
7 (x,A) — zfurxz € X und A € GL(r) die Projektion des direkten Produktes. Fiir
ein beliebiges Element s = (z, A) € S'sei V eine offene Umgebung von z in X, so dass
N =V x {A} C S eine offene Umgebung von s beziiglich der Produkttopologie
ist. Dann ist 7|y offenbar ein Homéomorphismus von N auf V. In diesem Beispiel
einer Garbe G kann jeder Halm G, 7 € X mit GL(r) identifiziert werden. Uber einer
offenen Menge U C X erfiillen die Schnitte f : U — U x GL(r), definiert durch
f(z) = (z,A;), A, € GL(r), die Bedingung 7 o f = id, und sie sind stetig.

Kohomologiegruppen H?(X,G) lassen sich fiir ¢ > 1 im nichtabelschen Fall nicht
definieren, jedoch kann fiir ¢ = 1 eine Kohomologiemenge H' (X, G) mit ausgezeichnetem
Element definiert werden.
Sei dazu U = (Uj);es eine offene Uberdeckung von X. Zur Vereinfachung benutzen
wir die Bezeichnungen U;; := U; N U; und Uy, := U; NU; N Uy tir alle 4, 5,k € 1.
Eine Familie h = (h;);c; mit h; € G(U;) fiir alle i € I heit 0-Kokette iiber U.
Es sei C°(U, G) die Menge aller 0-Koketten iiber /. Analog nennen wir eine Familie
f = (fij)ijer mit fi; € G(Uy;) firallei, j € I 1-Kokette und bezeichnen mit C*(/, G)
die Menge aller 1-Koketten iiber /. Die Mengen C°(U/, G) und C* (U, G) sind Gruppen,
deren Operation durch das Produkt von Schnitten erklart wird. Eine 0-Kokette h =
(h;)ier heit 0-Kozyklus, wenn

hith; =1

auf Uy, fiir alle 4, j € I gilt. Es sei Z°(U, G) die Menge aller 0-Kozyklen iiber /. Fine
1-Kokette f = (f;;)ijer mit
fij ik = fir

auf U,jj, fur alle 4, j,k € I heiflt 1-Kozyklus iiber U. Aus dieser Definition folgt
sofort, dass dann f;; der Einsschnitt tber U; ist und f;; = f;l gilt. Die Menge aller
1-Kozyklen iiber U bezeichnet man mit Z' (U, G).
Man kann Z°(U, G) mit der Gruppe G(X) =: H°(X, G) identifizieren, denn wegen
(hi)ics € Z°(U,G) mit h; 'h; = 1,also h; = h; auf Uy fur alle i, j € I, ist genau ein
Schnitt A € G(X) durch h|y, = h;, i € I definiert.
Die Menge Z' (U, G) ist im Allgemeinen keine Untergruppe der Kokettengruppe C* (U, G):
Fiir den Nachweis sei beispielsweise U := (U, Us) mit Uy N Us # O und f,g €
ZY(U,G), wobei fi5 und g5 nicht vertauschbar seien. Wegen (f - g)21 = fo1 - g1 =
(f12) H(g12)H # (fro - 912) 7 = ((f - 9)re) Vst f- g & 21U, G).
Fir [ = (fij)ijer € Z2'(U,G) und h = (h;)ic; € C°(U, G) bezeichnet man mit hJf
den 1-Kozyklus, der durch

(hOf)is = by fish;
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auf U;; fur alle ¢, j € I definiert ist.

Definition 3. Zwei 1-Kozyklen f, g € Z'(U, G) heilen dquivalent, in Zeichen f ~ g,
wenn ein h € C(U, G) existiert, so dass

g=haf

gilt. Die zu dieser Aquivalenzrelation gehorige Menge von Aquivalenzklassen bezeichnet
man mit H'(U,G). Fir f € Z'(U,G) benutzt man die Bezeichnung [f] fiir die zu f
gehorige Klasse aus H' (U, G).

Fiir jede offene Uberdeckung U = (U;);c; von X bezeichnet man mit 1 € H'(U, G)
die Aquivalenzklasse aller f = (f;;)ijer € Z'(U,G), fiir die eine 0-Kokette i =
(hi)ier € C°(U, G) existiert, so dass

fig = hi'hy

auf U;; fur alle ¢, j € I gilt, also f = hlJ1. Man sagt in diesem Falle auch, dass die
1-Kozyklen f zerfallen. Das Element 1 heif3t neutrales Element oder Einselement von
H' (U, Q).

Fine offene Uberdeckung V = (V}),cs von X heiflt Verfeinerung von U = (U,)ier,
wenn es eine Abbildung ¢ : J — I gibt mit V; C U,; fur alle j € J. Folglich
induziert ¢ eine Abbildung

e ZNU,G) = Z'(V,G), diedurch (¢*f)ij = feipjlvy, 0,5 € J, f€Z'(U,G)
definiert ist. Diese induziert dann weiter eine Abbildung
¢y H'(U,G) = H'(V,G).

Im folgenden Lemma 1 wird gezeigt, dass die Abbildung %! nicht von der Wahl von
¢ :J — I abhangt.

Lemma 1. Sei ) : J — I eine weitere Abbildung mit V; C U,; fur alle j € J und sei
f € ZYU,G). Dann gilt [o* f] = [¢* f].

Beweis. Man definiert eine 0-Kokette (h;);c; € C°(V,G) durch
hy = Fejuslv; € G(V))
fur alle j € J. Nun gilt:
(W F)ij = foiwi = Fuigifeicifeiws = hi (&7 Fijhs

auf Vj; fiiralle 4, j € J, woraus aufgrund der Definition von H'(V, G) die Behauptung
folgt. O]



Weiterhin zeigt man:
Lemma 2. Die Abbildung &\ : H'(U,G) — H'(V, G) ist injektiv.

Beweis. Seien ®1, P € H(U,G) und f,g € ZU,G) mit &; = [f] und P2 = [g].
Es gelte [¢* f] = [¢*¢] und man zeige [f] = [g]. Nach der Voraussetzung gibt es eine
0-Kokette (h);es € C°(V,G) mit

(0*9)ij = hi (0" f)ijhy , also guipi = hi ' fripihi

auf V;; fur alle ¢, j € J. Weiterhin gilt:

9ikGk,pj = hi_lft,oi,kfk,gojhj , d.h. fk,(,m’higw',k = fk,gojhjggoj,k

auf U, NV, furalled,j € Jund k € I. Folglich ist [, € G(Uy) fiir k € I durch

leluwv; o= frpihigeikluny,

fiir alle j € J mit Uy N V; # () wohldefiniert, also (Ix)xe; € C°(U, G) und es gilt:

l;nlfmnln = gm,t,ojhj_lfgaj,mfmnfn,gpjhjggpj,n = gm,cpjhj_lftpj,gojhjggpj,n = Gmn

auf Uy, NV fiir allem,n € I und j € .J, woraus ®; = [f] = [g] = O, folgt und die
Injektivitat gezeigt ist. O]

Als Folgerung daraus ergibt sich unmittelbar:

Korollar 1. Aus H'(V,G) = 1 folgt H'(4,G) = 1, wenn V eine Verfeinerung von U

1st.

Essei H'(X, G) die disjunkte Vereinigung aller /' (i, G), wobei U alle offenen Uberdeckungen
von X durchlduft. (Dabei soll zugelassen werden, dass eine offene Menge mehrmals in

einer Uberdeckung vorkommt. Um logische Schwierigkeiten zu vermeiden, betrachte

man nur Indexmengen, die Teilmengen einer hinreichend grof gewihlten Menge sind.)

Zwei Elemente ®; € H'(U,G) und ®, € H'(V,G) (wobei U und V irgendwelche
offenen Uberdeckungen von X sind) heiflen dquivalent ®; ~ ®,, wenn es eine offene
Uberdeckung W von X gibt, die sowohl U/ als auch V verfeinert, so dass

Ay P1 = o1 Pa

gilt. Die Kohomologiemenge H' (X, G) ist dann definiert als die Menge aller Aquivalenzklassen
von H'(X,G) beziiglich dieser Aquivalenzrelation.

Dabei sind die neutralen Elemente von H' (U, G), wobei U alle offenen Uberdeckungen

von X durchlauft, offenbar paarweise dquivalent. Die dazugehérige Klassein H' (X, G)

wird ebenfalls mit 1 bezeichnet. Besteht die Kohomologiemenge nur aus dem Einselement,

so sagt man, dass sie trivial ist.
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Sei U eine offene Uberdeckung von X. Fiir ® € H'(U,G) bezeichnen wir die durch

® in H'(X, G) definierte Klasse mit [®].

Esist komplizierter, hohere Kohomologiemengen, zum Beispiel H?(X,G)und H3(X, G),
zu definieren, weshalb wir diese hier nicht betrachten (vergleiche dazu [14], Seite 46
und siehe beispielsweise [3]).

Seien Y C X eine offene Teilmenge und U = (U, )¢ eine offene Uberdeckung von
X.Fir f € ZYU, G) definiert man durch

fly == (fij|U7:jﬁY)i,jeI

ein Element f|y € Z'(U|y,G), wobeild|y := (U;NY );c; ist und nennt f|y Einschrankung
des 1-Kozyklus f auf Y. Fir ® € H' (U, G) wihlt man f € Z'(U,G) mit [f] = ® und
setzt

Dly == [fly] € H' Uy, G) .

Man sieht leicht, dass diese Definition nicht von der Wahl von f abhingt. Ist schlieBlich
U € H'(X,G), so wihlt man eine offene Uberdeckung U/ von X sowie ein ® €
H'(U,G) mit [®] = ¥ und setzt

Uy = [®ly] € H(Y,G) .

Man sieht wieder leicht, dass diese Definition nicht von der Wahl von{ und ¢ abhangt.
Wir nennen wieder ®|y und V|y Einschrinkungen von ® beziehungsweise U auf Y.

Satz 1. Esseien ¥ € H'(X,G) undU = (U;);cs eine offene Uberdeckung von X. Gilt
|y, = 1firallen € I, so existiert ein ® € H'(U,G) mit [®] = .

Beweis. Laut Definition von H'!(X,G) gibt es eine offene Uberdeckung V = (V})c;
von X, sodassein f = (fi;)ijes € Z*(V, G) existiert mit [[f]] = V. Ohne Beschriankung
der Allgemeinheit sei V eine Verfeinerung von U, d.h. es gibt eine Abbildung ¢ : J —
I'mitV; C Uy tirallej € J.

Wegen ¥y, = 1Vn € I existieren nun 0-Koketten (h;,);cs € C°(V|v,, G) mit

fij = P Bijn

auf V;; N U, fir alle ¢, 7 € J und fur alle n € I. Wir wiahlen m,n € I beliebig und
definieren

auf U,,, NV, mit j € J. Dabei sind die so definierten g,,,, von der Wahl der j € J
unabhiangig, denn es gilt:

hi_nlhjn == fij == h;;h]m s also himhi_nl == h]mhj_nl
auf U,,,, N V;;, @ € J. Weiterhin gilt:
ImiGin = h]mh;llh]lh;nl = Gmn
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auf Uy, NV fiirallem,l,n € T und j € J, so dass ¢ = (gmn)mner ein 1-Kozyklus
iiber U ist, also [g] € H'(U,G). SchlieBlich gilt [¢*g] = [f] € H'(V,G) wegen
(0" 9)is = Gpies = Nigihy gy = Pisgihi piliioi Ny gy = Tioifisluihy gy = hi fighy

auf Vi; C Uy fir alle i, j € J mit der 0-Kokette (hy)res € C°(V,G), definiert
durch

fir alle £ € J. Damit ist [g] ~ [f], also [g] € U, und folglich liefert das Element
® := [g] € H (U, G) das Gewiinschte. O

Mit Hilfe von Satz 1 und Lemma 2 ergibt sich leicht:

Korollar 2. Esseild = (U;);c; eine offene Uberdeckung von X, so dass H'(U,,, G) fiir
alle n € I trivial ist. Dann kann man H' (U, G) mit H'(X, G) identifizieren.

2.2  F-Ketten und F-Felder

Fir die nachsten Sitze wird folgende Begriffsbildung benétigt.

Definition 4. Seien F eine Garbe iiber dem topologischen Raum X und weiterhin
Ui, ..., U, n € N offene Teilmengen von X.?

1. (Uy, Us) heifit F-Paar, falls fiir jedes f € F(U; NUs) Elemente f, € F(U;) und
f2 € F(U,) existieren mit f = f; ' fo auf U; N Us.

2. Wir nennen U = (U;)1<i<,, eine F-Kette, falls (U; U ... U U;, U, 41) fiir jedes
i€{l,...,n— 1} ein F-Paar ist.

Satz 2. Fiir eine F-Kette U gilt H' (U, F) = 1.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion. Sei ! = (U;)1<i<, mitn €
N gegeben. Fiir n = 1 ist die Aussage trivial. Nunseienn > 1,V :=U; U... U U,
und V := (U;)1<i<n-1- Es sei f = (fij)1<ij<n € Z'(U, F) beliebig gewihlt. Dann
giltf = (fij)1<ij<n— € ZY(V,F), und wegen H*(V,F) = 1 gibt es h; € F(U}),
i=1,...,n—1mit

fij = hi 'hy

auf U; NUj furallel <¢,5 <n—1.EsseiW := V NU,.Jedes x € W liegt in einem
U; (i < n) und wir setzen

9(x) = hi(z) fin() .
Dadurch ist g auf W wohldefiniert, denn auf U; N U; (4, j < n) gilt:
hifin = i fij fin = hihi "By fin = R fim -

?Dabei ist N die Menge der natiirlichen Zahlen ohne Null.
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Dal{ eine F-Kette ist, ist (V. U,,) ein F-Paar und fiir g € F(W) gibtesein h € F(V)
und ein g,, € F(U,,) mit

9= h_lgn
auf W. Fir 1 <7 <n — 1 setzen wir

Sind 1 S l,j S n — 1, SO gllt gi_lgj = h;lhilhhj = hi_lhj = fij auf Uz N Uj.
Ist1< ¢ <n-—1, sogilt g;lgn = h;lh_lgn = h;lg = fin auf U;NU,.

Damit gilt [f] = 1, und da f beliebig gewihlt war, ist also H' (U, F) = 1. O

SindU = (U;)ie;undV = (V;),c; zwei Familien von Teilmengen von X mit disjunkten
Indexmengen / und J, dann sei

UUY = (Wi)kerus

die Vereinigung von ¢/ und V, wobei W), := Uy, fir k € Tund Wy, := V fur k € J
gilt.

Definition 5. Seien U7 = (Uij)lgignj, n; € Nfirallej € {1,...,m}, m € N
F-Ketten. Unter einem F-Feld verstehen wir die Vereinigung

U:=Uu...uum™,

wobei V := (U7) <jp fiir U7 := |J U/ ebenfalls eine F-Kette ist.

1<i<ng
Satz 3. Fiir ein F-Feld U gilt H* (U, F) = 1.

Beweis. Esseild := U' U ... UU™, m € N ein F-Feld. Der Nachweis erfolgt mit
vollstandiger Induktion nach m. Fir m = 1 besteht I/ aus einer F-Kette, und die
Behauptung folgt direkt mit Satz 2.

Nunseienm > 1,V :=UU.. .UU™ ! = (Vi) rex undU™ =: (U})ey,, fiir disjunkte
Indexmengen K und /,, . Als Induktionsvoraussetzung gelte H'(V, F) = 1. Es soll
gezeigt werden, dass H' (U, F) = 1 gilt.

Esseien V := (J V,und U := |J U, . Dann ist (V,U) nach Voraussetzung ein

keK leln
F-Paar, und wir setzen W :=V NU.

Nun sei f € Z'(U, F) beliebig gewihlt, und es ist zu zeigen, dass ein g € C°(U, F)

existiert mit f = g[J1. Der 1-Kozyklus f setzt sich folgendermaflen zusammen:
1. f; miti, k € K als Schnitte in V,

2. fj mit j,l € I, als Schnitte in U und
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3. fuymitk € K,[ € I, als Schnitte in V.

Es sei [ = (fix)irex € Z*(V,F). Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es ein
h = (hk)keK S CO(V,./_") mit f/ = p/0J1.

Weiter sei [ = (fi1);ie1,, € 2 (U™, F). Dald™ eine F-Kette ist, gibt es nach Satz 2
ein b = (hy)ier,, € CO(U™, F) mit f” = h”01. Wir setzen

h:= hkfklhl_l

auf Vi, N U, firk € K,l € I,,,wobei hauf W = |J (VipNU,) wegen

ke €L,
hifuhyt = b fui fig fuhy b = hihy  hafish "y = by figh !
auf (V;NV,)N(U;NU,) furallei, k € K, j,1 € I, wohldefiniert ist, womit h € F (V)
%if(v, U) ein F-Paar ist, gibt es Schnitte ¢’ € F (V) und ¢” € F(U) mit
h=(g)"y'
auf VN U = W. Schlieflich setzen wir
gk = g'hy, und g, == g"Iy

fur k € K beziehungsweise | € I,,, und erhalten

1. gflgk = hfl(gl)_lglhk = hflhk = fik»

2. gilgi= hi ' (g") g he = hithy = fj und

3. go'g = h,'(g) g = hithhy = b e fuhy e = f

Folglich gilt f = g1 fiir g = (9n)nexur, € C*(U, F),und der Satz ist bewiesen. [
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3 Zerfallungssitze

3.1 Der stetige Fall

Sei G die (multiplikative) Gruppe der invertierbaren Elemente einer Banachalgebra A.
Wir werden mit (¢ diejenige Zusammenhangskomponente der Gruppe G bezeichnen,
welche das Einselement 1 enthalt. G besitzt sogar eine Gruppenstruktur, was man wie
folgt einsieht:

Fir a € G ist a~'G; wieder zusammenhangend und enthalt das Einselement. Also
gilt G7'G, C G4, und somit ist GG; eine Untergruppe von G.

Weiterhin sei X ein metrischer Raum mit der Abstandsfunktion d, der sich als Vereinigung
abzihlbar vieler kompakter Teilmengen darstellen laf3t. X heif3t kontrahierbar, wenn
eine stetige Abbildung

H:X x[0,1] = X mit H(z,0)=2 und H(z,1) =29 € X

fur alle v € X existiert. In diesem Falle ist X auch einfach zusammenhéangend.

Es sei C°(X, A) die Menge aller auf X stetigen Abbildungen mit Werten in A, die
offenbar ein Vektorraum iiber C ist. Zur Definition einer Topologie auf C°(X, A)
betrachten wir eine Ausschopfung von X durch kompakte Mengen K, n € N mit
K, C[O(nH und X = |J K,,. Fiir jedes n € Nist durch

palf) = If Il = max [ f(2)l], f € CO(X, 4)

eine Halbnorm auf CY( X, A) erklirt. Durch die Folge (p,)necn von Halbnormen wird
C"(X, A) zu einem lokalkonvexen Raum, dessen Topologie durch die Umgebungen

W = {f € CUX, A) | pulf) <7}

mit 7 > 0 und n € N der Nullabbildung 0 € C°(X, A) definiert ist. Diese Topologie
ist hausdorffsch, da fiir jede von der Nullabbildung verschiedene Abbildung f € C°(X, A)
ein n € N existiert mit p,,(f) > 0. Da nur abzahlbar viele Halbnormen auf C°(X, A)
betrachtet werden und die lokalkonvexe Topologie hausdorffsch ist, wird der Raum
C%(X, A) metrisierbar. Die Konvergenz beziiglich der oben definierten Topologie ist
gerade die gleichmifige Konvergenz von Abbildungen auf allen kompakten Mengen
K,,n € N und folglich auch auf allen kompakten Teilmengen von X. Damit ist die
Grenzabbildung beliebiger Cauchyfolgen in C°(X, A) wieder stetig auf X und die
erklirte lokalkonvexe Topologie ist vollstandig. Somit ist C°(X, A) ein Fréchetraum.
IstY C X einebeliebige nichtleere Teilmenge von X, so betrachte man auf dem Raum
C°(Y, A) die entsprechende lokalkonvexe Topologie. Ist speziell Y = K kompakt, so
1aRt sich auf C°(K, A) die Supremumsnorm

1F1lz = max [ f(z)|
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erklaren, wobei auf einer kompakten Menge das Supremum als Maximum angenommen

wird. Der dadurch entstandene Banachraum C°( K, A) besitzt die Topologie der gleichmaRigen
Konvergenz. Da C°(Y, 7) wieder fiir beliebiges Y C X eine Teilmenge von C°(Y, A)

ist, betrachten wir auf C°(Y, ) die induzierte Topologie. Dadurch wird C°(Y, G) zu

einer topologischen (multiplikativen) Gruppe. Man bezeichnet mit CY (Y, G) diejenige
Zusammenhangskomponente von C°(Y, ), welche die Einsabbildung 1 enthalt. Offenbar

ist C{(Y, G) beziiglich der punktweise definierten Multiplikation eine topologische

Gruppe (analog zur Betrachtung von G und G zu Beginn des Abschnitts). Weiterhin

ist C°(Y, G1) eine topologische (multiplikative) Gruppe.

Bevor wir uns nun dem Faktorisierungssatz (vergleiche Satz 6) in seiner vollen Allgemeinheit

zuwenden, betrachten wir folgenden Spezialfall: Sei dazu A := R, d.h. G := R\ {0}.

Satz 4. Seien Uy, U, offene Teilmengen von X mit einem nichtleeren kontrahierbaren
Durchschnitt. Dann gibt es zu jeder stetigen Funktion f : U3 N Uy — R\ {0} stetige
Funktionen f; : Uy — R\ {0} und f, : Uy — R\ {0} mit f = f; ' fo auf U; N U.

Beweis. (U}, Us,) ist eine offene Uberdeckung von U; U Uy, und es gibt eine stetige
Zerlegung der Eins (1, o) mit supp(p2) C Uy, supp(p1) C Uz und @1 + 2 = 1,
w; 1 Uy UUy — [0,1],0 = 1, 2 stetig.

SRS N7 77 .
X \ N NS (9% A A \\\
‘ll‘ \ AR "_'\'t/ ///, //////

; N N s £/
N‘-\('\\‘pl =0 N ’/ <p2—-/V’1
:;,\ VR \\_\\‘\\ ,”/,//j 7/// //'

ONNNNNRNN L e T
Ul \‘\\-\-\-;:;.\:'\._\—\—\'(/:4{-//.‘_/__;_-4——”/ 2

Abbildung 3: stetige Zerlegung der Eins fiir (Uy, Us)

Gegeben sei eine stetige Funktion f : U; N Uy — R\ {0}. Wegen der Stetigkeit von
f gehoren alle f(x) zur gleichen Zusammenhangskomponente R, oder R_. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass die konstante Funktion
1 zu dieser Komponente gehoért. Wir betrachten also R. Dann kann fir jedes x €
Uy N U, das Element f(x) geschrieben werden als
f(x) = expy(),

wobei g(z) € R gilt. Die dadurch definierte Funktion ¢ : U; N Uy — Rist stetig. Mit
der Zerlegung der Eins gilt:

f = exp((p1+ ¥2)9) = exp(p1g + pag) = exp(19) exp(pag) ,
da h; := 19 und hy := @yg vertauschbar sind, d.h. hyhy = hoh; gilt. Durch

p1g auf U3 NU, pog auf U NU,
g1 = und ¢ 1=
0 auf U \ Us 0 auf U, \ Uy
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wird ¢1 g und @, g auf Uy bzw. U, stetig fortgesetzt. Setzt man

fi:=exp(—g1) und fr:=expgs,

auf U; beziehungsweise auf Uy, so erhdlt man f = f; ! f, auf Uy N Us, und der Satz ist
bewiesen. l

Im allgemeinen Fall unserer betrachteten Gruppe GG kann allerdings keine Kommutativitit
vorausgesetzt werden, und eine neue Beweisidee ist erforderlich.

Lemma 3. Seien 2 C X kompakt, ' C 0 abgeschlossen und f € CP(Q2, G). Dann
gibt es eine Abbildung fe CY(X, @), so dass f mit f auf ' iibereinstimmt.

Beweis.

1. Esist bekannt (siche zum Beispiel [15], Seite 221), dass eine zusammenhangende
topologische Gruppe durch jede offene Umgebung des Einselementes erzeugt
werden kann. Speziell betrachten wir die Umgebung

Z:={(1+h)€CYULG) | |h|a<1}.
Jedes Element f € C?(Q, G) 148t sich dann in der Form
f=0Q+h)...1+hy),m>1 (1)
fir endlich viele (1 + h;) € Z,j = 1,...,m schreiben. Wir wollen an dieser

Stelle dennoch den Beweis dafiir angeben:

Es geniigt zu zeigen, dass die Menge Q aller Abbildungen aus C? (2, G) der Form

(1) offen und abgeschlossen in C?((2, G) ist, und nichtleer. Es sei g; € Q und

die Abbildung g, € CY(Q, G) erfiille die Bedingung ||go — 1| < m. Fur
1

h:=gog;t —1 ergibt sich g» = (1 + h)g;, wobei

IRllo = 9207 — e = [[(92 — 91)91 lo < llg2 — g1lle - lgr o < 1.

Folglich besitzt auch g, die Form (1), d.h. go € Q. Also ist die Menge Q offen.
Eine Folge von Abbildungen g, € Q konvergiere beziiglich der Norm ||.||q
gegen eine Abbildung g € C O(Q (). Dann ist fir hinreichend grofles n die
Ungleichung ||g — gnlla < T _1 erfiillt. Wir setzen h := gg, ' — 1. Also gilt
g = (1+ h)g,, wobei ||h|lq = ||ggn —1|lo < 1,dh. g € Q, und die Menge Q
ist abgeschlossen. Wegen g = 1 € Q ist schliefllich Q nichtleer.
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2. Das Lemma von Urysohn liefert uns eine stetige Funktion

X2 X = [0,1] mit x(©) = {1} und x(X\ Q) = {0} .

Abbildung 4: stetige Funktion y nach Lemma von Urysohn

Jetzt setzen wir

j (1+xh1)...(1+ xhy) auf Q
R auf X\ Q

Dann ist f stetig auf X. Weiter sind f(z) fiir alle z € X invertierbar, also gilt
f e C%X,G), und man erhilt f = f auf (/.

3. Es bleibt zu zeigen, dass f € C?(X, G) gilt. Wie bei 1. 1a8t sich f in der Form
f=@Q+hy)...(1+ hy,) schreiben. Fiir jedes j € {1,...,m} seien

. xh; auf Q
770 auf X\ Q

Dann ist die Abbildung (1 + h;) € C°(X,G) und ||h;(z)|| < ||h;llq < 1 fiir
allez € X und fiir jedes j € {1,...,m}. Es gilt:

f=04+h)...(1+h,) eCX,q).
SchlieRlich ist durch
fii= (0 +thy)...(1+thy), t €[0,1]

eine stetige Schar von Abbildungen f, € C°(X, @) erklart mit fi = fund
fo = 1, so dass wie behauptet f € C?(X, Q) gilt.

]
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Das niachste Lemma (vergleiche Lemma 4) ist eine Verallgemeinerung von Lemma 3.
Dazu benutzen wir folgenden Satz (siehe [11], Seite 49 oder [6], Seite 12), der auch fiir
einen allgemeinen metrischen Raum X und einen allgemeinen normierten Raum statt
der von uns betrachteten Banachalgebra A gilt, was hier allerdings irrelevant ist.

Satz 5 (Fortsetzungssatz von Dugundji). Ist {2 # () eine abgeschlossene Teilmenge von
X und h : 2 — A stetig, so existiert eine stetige Abbildung h : X — A mit h|q = h,
wobei i (X) in der konvexen Hiille con(h(£2)) von h(€2) liegt.

Beweis. Fiirjedesz € X \ Q sei
1
U(x) := K,y (z), 00 := 1 dist(z, 2)

die offene Kugel um 2 mit dem Radius ; dist(z, Q). Dann gilt fiir den Durchmesser
von U(x):

1 1 4
diam U(z) < 5 dist(x,Q) < 5'3 dist(U(x), Q) < dist(U(x), ) . (2)
Omega X
distx S--a
/\ d \\
%/_/:\ oo™ ¥ /: U
distU

Abbildung 5: Abstandsbetrachtungen fiir U(x) und

Wegen X \ © = |J U(x) gibt es nach dem Satz von Stone (siehe [11], Seite 47)
zeX\Q

eine lokal endliche Verfeinerung der U(z), die ebenfalls X \ 2 iitberdeckt, etwa durch

offene Mengen V), A € A. Das heift, zu jedem V) existiert ein U(x) mit V) C U(x),

und jedes z € X \ Q2 besitzt eine offene Umgebung, welche nur mit endlich vielen der

V), einen nichtleeren Schnitt hat. Man definiere fiir z € X \ {2 die Funktion

afr) =) dist(z, X \ V3).

Dabei besteht die Summe in einer Umgebung von x aus der gleichen endlichen Anzahl
nicht verschwindender Summanden. Somit ist v als Abstandsfunktion stetig und grofer
als Null in X \ Q. Desweiteren wihlen wir zu jedem A\ € A ein festes w) € ) mit

dist(Vi, wy) < 2dist(Vy, Q). (3)
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Abbildung 6: Abstandsbetrachtungen fir V) und €2

Dies ist wegen dist(V, Q) > dist(U(x),Q2) > 0 firr V), C U(x), x € X \ © méglich.

Wir setzen:

) h(z) fir x € Q
h(z) := (L S dist(x, X \ Vi)h(wy) fir € X\ Q -

a(zx)
AEA

Offenbar ist diese Abbildung auf X definiert, und es gilt 4(X) C con(h((2)). Die

Abbildung h ist sowohl in () als auch in X \ 2 stetig, da h und « stetig sind und die
w) fest gewahlt sind.

Es bleibt die Stetigkeit auf dem Rand von (2 zu zeigen: Seien dazu 2y € 92 und e > 0
beliebig gewahlt. Zunachst gibt es ein § > 0 mit

|A(z) — h(zo)|| < e firr 2 € Q, d(z,x0) <.

Nun sei z € X \ 2 so gewihlt, dass d(z, z) < 2 erfiillt ist. Aufgrund der Definition
von ovund h, der Gleichheit h(x) = ﬁ > dist(z, X\ V3)h(zo) und der Dreiecksungleichung
A€A

gilt dann die Ungleichung:

deist(x,x \ V) l(ws) = Az, (2)

lite) = hteol < 55 3

und es geniigt folglich zu zeigen, dass fiir alle z, fiir die dist(xz, X \ V)) # 0 und
d(z, 7o) < ¢ gilt, die Ungleichung |h(wx) — h(xo)|| < e erfiillt ist. Dabei bedeutet
dist(z, X \ Vi) # 0 aber genauz € V), C U(x,), wobei x passend gewihlt sei. Dann
gilt:

d(wy, x) +d(x,x¢) (wegen der Dreiecksungleichung)

dist(Vy, wy) + diam V) + d(z, zo) (wegenz € V))

2dist(Vy, Q) + diam U(zy) + d(z, ) (wegen (3)und Vi, C U(x)))

2dist(Vy, Q) + dist(U(zy), Q) + d(z, z9) (wegen (2))

3dist(Vy, Q) + d(z,z0) (wegen V) C U(xy))

4d(z,z9) (wegenz € V) und z( € )

d(wy, 7o)

VAN VAN VAN VAN VAR VAN
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Somit ist fiir d(z, z) < % nun d(wy,z0) < 6, also |h(wy) — h(zo)|| < €. Dann ist

nach (4) auch ||h(x) — h(zo)|| < e. O

Lemma 4. Seien Q@ C X kompakt und f € C?(€Q, G). Dann gibt es eine Abbildung
f € CY%X,G),sodass f mit f auf ( iibereinstimmt.

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 3 bereits gezeigt wurde, 143t sich jede Abbildung

f € CY(Q,G) in der Form
f=0+h)...01+hy,),m>1

fiir endlich viele (1 + h;) € CY(Q, G) mit ||hjllq < 1,j = 1,...,m schreiben.

Nach dem eben bewiesenen Fortsetzungssatz von Dugundji sind auf einer kompakten
Menge 2 C X die Abbildungen h; : @ — A stetig auf X fortsetzbar, d.h. es gibt
stetige Abbildungen iLj : X — Amit iL]|Q = h;. Fur ||h;||q < 1 gilt auch ||fALJ(1’)|| <
|hjlla < 1furallex € X aufgrund der Bedingung fiir die konvexe Hiille. Wir setzen:

f=04h)...(1+h,) eC’X,q).
Dann ist analog wie im Beweis von Lemma 3 durch
foi= 1 +thy)...(1+thy), t€[0,1]

eine stetige Schar von Abbildungen fir € C°X,G) erklart mit f; = fund fy = 1, s0
dass wie behauptet f € C¥(X, Q) gilt. O

Lemma 5 (Fortsetzungssatz). Seien W C X abgeschlossen und kontrahierbar sowie
f € C°(W,Gy). Dann gibt es eine Abbildung f € C?(X,G), so dass f mit f auf W

iibereinstimmt.
Beweis.

1. Zunichst zeigt man, dass aus der Kontrahierbarkeit von I/ und dem Zusammenhang

von (71 der Zusammenhang von C°(W, G) folgt:

Sei f eine beliebige Abbildung aus C° (W, G1). Da W kontrahierbar ist, existiert
eine stetige Abbildung

H:W x[0,1] = W mit H(x,0) =2 und H(z,1) =290 € W
fur alle z € W. Man definiert eine Abbildungsschar
fi(z) = f(H(z,t)), z e W, tel0,1],

wobei H die eben erkldrte Kontraktionsabbildung ist. Die Abbildung ¢ — f;
ist stetig, und verbindet in C°(V, G;) das gegebene Element fy = f mit dem
Element f;. Da die Abbildung f; = f(z¢) konstant ist, und f(z,) € G, gilt,
folgt der Zusammenhang von C°(W, G1). Also gilt C*(W,G,) C CY(W,Q),
und folglich auch f € CY(W, G).
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2. Man wihle kompakte Mengen (2, C 5n+1 mit X = (J , so, dass die Mengen
n=1

W N Q, fir alle n € N kontrahierbar sind, wobei 2; mit I/ einen nichtleeren
Schnitt hat. Fir jedes n € N existiert eine stetige Abbildung H,, : W N Q,, 1 x
[0, 1] —Wn Qn+1 mit

¥ H,(r,0) =zund H,(z,1) =20 € WNQ, furallex € W NQ,,, sowie
Y H,(WnNQ,,t)cWnQ,firallet € [0, 1].

Man konstruiere induktiv eine Folge von Abbildungen f,, € C?(X, G) mit:

(@) fn,=fauf WNQ, firn>1und
(b) fn = fn_1aufQ,_; firn > 2.

Abbildung 7: zur induktiven Konstruktion der Abbildungen f,,

Fur den Induktionsanfang wenden wir Lemma 4 auf 2 := W N 2, an und
erhalten f als stetige Fortsetzung von f|yng, auf X.

Beim Induktionsschritt seiennun fi, . .., fi, € C{(X, G),k > 1bereits konstruiert
und es gelte:

@) fo=faufWnNQ,firn=1,...,kund

(b) fo= foraufQ,  firn=2 ... k.
Die Konstruktion von fi; erfolgt dann in 2 Schritten. Man wende zunichst

Lemma 4 auf Q2 := W N, an und erhalt eine Abbildung fer1 € CY(X,G)
mit fr1 = fauf W N Q. Im zweiten Schritt setze man

Fl f Q
g = {fkfk-i-l au k c CO(QkU(WﬂQk+1)7G> .

1 auf W N Qk+1
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Diese Definition ist méglich, da die Abbildung g wegen (a) auf dem gemeinsamen
Durchschnitt W N €, gleich 1 ist. Als néchstes weisen wir nach, dass g aus
CY Qe U (W N Qryr), Q) ist:

Dazu setzen wir

h=gfiifi' € COUQUWNQ),G)

und zeigen h € C°(Q U (W N Qyyq), G). Es gilt:

b 1 auf
fk_;_lfk_l auf W N Qri1
Mit der Kontraktionsabbildung [}, definieren wir die stetige Schar

1 auf
hy := e C' (U (W NQn),G), telo,1].
t {h(Hk(~7t)) auf W N Qi S k1), G) [0, 1]

Diese Definition ist méglich, da auf der gemeinsamen Schnittmenge W N (), die
Inklusion Hy, (W NQy, t) C WNQ C Q gilt und folglich h(Hy(x,t)) = 1 fir
allex € W N Qy undallet € [0, 1] laut Definition von h erfiillt ist. Weiterhin
gilt mit Hilfe der Eigenschaften von Hj:

hy— 41 aut —hound hy =1,
h auf W N Qs

woraus wie behauptet /1, und damit auch g € C? (2, U (W N Qiyq), G) folgt.

Aus Lemma 4 folgt nun, dass es eine Abbildung § € C?(X,G) gibt mit g = ¢
auf Q. U (W N Qgq). Durch

Je1 = §fk+1
ist sowohl fy 1 = fauf W N Qg.q,alsauch fri 1 = fi auf Q erfiillt.

3. Die Folge der Abbildungen ( f,),cn konvergiert auf X punktweise gegen eine
Abbildung f mit f(z) = f,(z) fir z € Q, nach (b). Da die Abbildungen
fn auf X stetig sind und die Konvergenz auf jeder der kompakten Mengen (2,
gleichmafig ist, ist die Grenzabbildung f auf allen €, und damit auch auf X
stetig. Folglich gilt f € C?(X,G) und f = f auf W nach (a).

O

Nach den eben betrachteten Lemmata kann man jetzt den nachsten Satz beweisen:
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Satz 6 (Faktorisierungssatz). Seien U; und U, offene Teilmengen von X mit einem
nichtleeren kontrahierbaren Durchschnitt. Dann gibt es zu jeder stetigen Abbildung
f Ui NUs — G stetige Abbildungen f, : Uy — Gund f5: Uy — G mit f = fl_lfg
auf U; N Us.

Bemerkung 1. Man sagt auch, f la3t sich faktorisieren.

Beweis. Man wahle W; C U; und W5 C Us so, dass sie abgeschlossen in U; U Us sind,
ihr Durchschnitt wieder nichtleer und kontrahierbar ist, sowie W; U W, = U; U U,
gilt. Dann ist W; N W, abgeschlossen in Uy U U, und es gilt W, N Wy C Uy N Us.

Ul U2
N
— R h
N -/ )
Y e
Wi w2

Abbildung 8: relativ abgeschlossene Teilmengen W; und W in U; U Us

Dass eine solche Wahl méglich ist, zeigt folgende Betrachtung: Nach dem Lemma von
Urysohn gibt es eine stetige Funktion

X : U1 UUs = [0,1] mit x(U; \ U) :={0} und x(Uz\ U;) := {1}.

([0 ]) wa e ([

Als Urbilder abgeschlossener Mengen beziiglich einer stetigen Funktion sind W und
TV, abgeschlossen. Weiterhin gilt W, U W, = x7([0,1]) = U; U Uy und Wy N W, =
x ([3,2]) # 0. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man annehmen, dass
W1NW; kontrahierbar ist. Andernfalls betrachte man eine Zusammenhangskomponente
V von (U1 NU,) \ (W1 NWs). Gilt x (V') = {c}, ¢ € {1, 2}, so definieren wir x durch
X(V) = {c} stetig um.

Auflerdem kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit f(x¢) = 1 fiir einen
beliebigen aber festen Punkt zy € U; N U; annehmen. Andernfalls betrachte man
statt f die Abbildung (f(z0)) ' f(z),z € Uy N Us.

Dann gehéren alle Werte f(z) fir x € U; N Uy zu Gy, also f € C%(U; N Uy, Gy).
Fiir die Anwendung des Fortsetzungssatzes (Lemma 5) seien W := W; N W, und
X := U; U U,. Nun folgt, dass es eine stetige Abbildung f : Uy UU; — G gibt mit
f = fauf Wi N Wy. Man setze:

firz=1und fo:=f

Nun seien
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auf Uy U U und es gilt f = ff ! fg auf W, N Ws. Es bleibt zu zeigen, dass f auch auf

U, N U, faktorisiert werden kann. Dazu setze man

f ': ]i auf WlmUQ und f — fgf_l auf UlﬂUg
. [ auf W o 1 auf U \ Wy

WinuU,

§

Winw;

Uy \ Wa Uz \ W2

Abbildung 9: Schnittmengendarstellung zur Definition von f> beziehungsweise f;

Dies ist moglich, da im ersten Fall f = f auf der gemeinsamen Schnittmenge W, N5,
imzweiten Fall f, = f undfolglich f; = 1auf der gemeinsamen Schnittmenge Us\ W,
gilt. Die Abbildungen sind wieder stetig und es sind f(z) fiir alle z € U; und f2(2)
fur alle z € U, invertierbar. SchlieBlich gilt auf U; N Us :

fiith= (R == f.

Es folgt leicht:

Satz 7 (Zerfallungssatz). Es sei C“ die Garbe der Keime stetiger Abbildungen mit
Wertenin Gund Uy, . .., U,,n € Nseien offene Mengen in X, so dass die Durchschnitte
(UyU...UU,) NUgs1, k=1,...,n — 1 kontrahierbar sind.

Dann gilt H'(U,C%) = 1 fiir die Uberdeckung U := (Uy)1<p<n, von Uy U ... U U,,.

Beweis. Essei F = CC. Fiir n = 1 ist die Aussage trivial. Fiir n > 1ist (U, ..., U,)
eine F-Kette, da (U; U ... U Uy, Ugyq) fiir jedes k € {1,...,n — 1} ein F-Paar
ist. Genau das haben wir in Satz 6 gezeigt. Nach Satz 2 ist folglich die zugehérige
Kohomologiemenge trivial, d.h. es gilt H' (U, C) = 1, was zu beweisen war. O
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3.2 Der holomorphe Fall

Es sei G wieder die (multiplikative) Gruppe der invertierbaren Elemente einer Banachalgebra
Aund (7, diejenige Zusammenhangskomponente der Gruppe G, welche das Einselement
1 enthalt. Wir wahlen nun X := C und nennen nichtleere offene Mengen der Form

R:={z€C|la<Rez<bc<Imz<d} mit a,b,c,d € R

Rechtecke in C. Fiir ein beliebiges Rechteck R C C sei O(R, A) der Banachraum aller
auf R stetigen und in R holomorphen Abbildungen mit Werten in der Banachalgebra
A. Als Norm verwendet man die Supremumsnorm ||. ||, da die betrachteten Abbildungen
auf der kompakten Menge R stetig sind. Wir weisen darauf hin, dass die Abbildungen
aus dem Raum O( R, () auch noch invertierbare Werte auf dem Rand von R besitzen.

Weiterhin sei C*°(R, A) der Raum aller in R beliebig oft reell differenzierbaren Abbildungen
mit Werten in A.

Lemma 6. Seien R; und Ry zwei Rechtecke in C, so dass ihre \ﬁereinigung R;URy auch
wieder ein Rechteck ist. Dann laf3t sich jede Abbildung f € O(R; N Ry, A) darstellen
als f = f1 — fo, wobei f; € O(Ry, A) und f5 € O(Ry, A) sind.

Bemerkung 2. Fiir zwei Rechtecke, deren Vereinigung wieder ein Rechteck ist, ist auch
deren Durchschnitt ein Rechteck.

Beweis von Lemma 6. Es sei
X - RiURy — [0, 1] mit X(Rl \ Rz) = {O} und X(RQ \ Rl) = {1}

eine C°-Funktion (fiir die Zerlegung der Eins siche [16], Seite 47). Man setze die
Abbildungen

L Xf auf Rl N Rg
J= 0 auf El \ RQ ’

L (X — l)f auf R1 N R2
2= 0 auf Ry \ R,

womit g; € C*(R;, A) gilt und g; auf R;, j = 1,2 stetig ist. Man erhalt f = g, — g»
auf Ry N Ry. Auf Ry N Ry ist das komplexe Vektorfeld

9 _ 1(2 n iﬁ)
0z 2\0x Oy
mit  := Rez und y := Im z definiert. Die Abbildung f ist genau dann holomorph
auf R, N Ry, wenn dort
of

—— =0
0z
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gilt, denn die Beziehung ?—3]; = ( besagt, dass die Abbildung f beziiglich der komplexen
Variablen z die aus der Funktionentheorie bekannten Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
erfullt. Aus f = g1 — g» folgt nun

99 _ 99
0z 0z

auf R; N Ry, und wir kénnen

991 auf R
. ) oz 1 00
Y= € C®°(RiURy, A

{—%gj auf RQ ( ! 2 )

definieren. Das Pompeiu-Integral (siche [7], Seite 25 oder [1], Seite 32) liefert eine
Losung

h(z) = —% / %w(g) eRmUR,
R1UR2

von 2 = ¢, wobei d A das Lebesque-MafR auf C ist. Offensichtlich ist die Abbildung
h € C®(R; U Ry, A) und stetig auf Ry U Ry, da der Integrand eine Singularitat
hochstens vom 1. Grad aufweist. Die auf R?; stetigen Abbildungen

fi=gi—h,7=12
erfillen % = 0 auf R; und liefern das Gewiinschte. O]
Wir weisen nun nach, dass sich gewisse Abbildungen nahe der Einsabbildung faktorisieren

lassen (sieche Lemma 7). Im Beweis benutzen wir den Satz von Graves (siche [10], Seite
193), der hier in leicht vereinfachter Form bewiesen wird.

Satz 8 (Graves). Essei V' eine offene Menge in dem Banachraum E;.Sei © : V — Ej
eine stetig differenzierbare Abbildung in den Banachraum E5 und by, € V. Wenn
(DO)(by) surjektiv ist, dann enthélt O(V) eine offene Umgebung von ©(by).

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass by = 0 und ©(by) = 0 gilt, da man ansonsten
eine Translation in den Banachrdumen E; und E; durchfithren kann. Es gentuigt zu
zeigen, dass fiir eine offene Kugel K,(0) C E; um den Mittelpunkt 0, die Menge
O©(K,(0)) C E, eine offene Umgebung der 0 enthilt. Sei die lineare Abbildung

A := (DO)(0)

die Ableitung von O an der Stelle by = 0. Da A nach Voraussetzung surjektiv ist,
kénnen wir das Open Mapping Theorem (siehe zum Beispiel [10], Seite 183) anwenden
und erhalten A (K (0)) als eine offene Umgebung in Es. Sie enthilt wegen der Homogenitit
von A die 0, und weiterhin eine abgeschlossene Kugel F:; (0) mit 6 > 0. Folglich gilt
AK1(0)) D A(K1(0)) D Kj(0) = §K,(0). Durch geeignete Wahl der Norm auf
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E» kénnen wir A(K;(0)) D K (0) annehmen. Aufgrund der Homogenitat von A gilt
auch A(K,(0)) D K;(O) fiir jedes ¢ > 0. Fiir ein beliebig gegebenes y € FEj mit
|lyll < 1 existiert nun ein z € K ,,(0) C Ej, so dass gilt:

——

=:00

Az =y und |[z]| < 00 = [yl (5)

Essei 0 < € < 1 beliebig gewdhlt. Man nehme K. (0) mit einem geniigend kleinen
Radius r, so dass uns der Mittelwertsatz (siehe zum Beispiel [10], Seite 103) fiir 2 und
7" aus =K, (0):

1©(z) — ©(z") = Az — )| < ellz — 2| (6)

liefert. Es gentigt zu zeigen, dass

01— K.(0)) > AU, (0))

gilt, was wir im Folgenden tun werden. Sei dazu z; € K,(0) C =K, (0) beliebig
gewidhlt und y; := Az; € A(K,(0)). Wir suchen also ein z( €

O(x) = y erfillt.

1. Schritt: Wir setzen y, := y; — O(z1). Wegen (6) gilt:

ly1 = O(x1)l| = [[Azy — O(z1)]| < el ]l
Es existiert ein 2o mit Azy = y5 und ||23]| < ||y2|| < ||z || aufgrund von (5). Dann
ist
xr1+ X9 € (1 -+ 5)Kr(0) ,
und wegen (6) gilt:
ly1 = O (@1 + 2)|| = [O(21) = O(x1 + 22) + Aza|| < el < |2l
n-ter Schritt: Jetzt seien y,, und z,, gegeben mit Ax,, = y,,, ||z,]| < " !||z1|| und

[yr = Oz + ..+ @[] < e|[z] -

Essei y,11 = y1 — O(z; + ... + x,). Wir kénnen nach (5) ein ,,,; finden, so dass
Azpi1 = Yp1 und [[ps1 || < |lynga|| < "l || erfiillt wird. Dann ist

T1+xa+ ...+ € (l+e+...+"K,(0),
und mit Hilfe von (6) folgt wieder

[y — O(z1+ ...+ zpp)]

= |l —O@i+...42)+ O+ ...+ x) — O + ...+ T0y1)]
|AZpi1 +O(x1 + ...+ ) —O(x1 + ..+ T ||
ellznpll < e Hla

IN
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oo
Wir setzen 7 := Y xy, wobei diese Reihe wegen ||z | < 7!z, fir alle & > 1

k=1
n

der Norm nach konvergiert. Man erhilt ©(zo) = y; wegen ||y1 — O(>_ )| — 0 bei
k=1

oo
n — oo. Weiterhin gilt 2o € =K, (0) wegen ||zo|| < [|21]| Z_:lgk_l = 7||z1[, und

unser Satz ist bewiesen. ]

Lemma 7. Es gibt ein ¢y > 0, so dass fﬁi alle Abbildungen f_ € O(R; N Ry, G) mit
Hf — 1Hm < €y Abbildungen f1 € O(Rl, G) und f2 € O(RQ, G) existieren mit
f = fl_lfg aufR1 N RQ.

Beweis. Man setze B := O(R;, A) @ O(Ry, A), F := O(R; N Ry, A) und definiere
eine Abbildung

®: B — F durch ®(g1,92) = (1+g1)(1+¢2)=1+g1+ 92+ 192,

wobei (g1, g2) € B ist. Wir erhalten sofort (0,0) = 1 € Im®.

Seien b = (by,b3) € Bund h = (hy,hy) € B. Gesucht ist eine lineare Abbildung
Dy® € L(B, F) mit ||®(b+ h) — ®(b) — (Dpy®@)h|| = o(||h]]) :

Es ergibt sich (b + h) — ®(b) = (by + 1)hy + (by + 1)ha + hyhsy. Die durch

(Dy®)h = (by + 1)y + (by + 1)hs

definierte lineare Abbildung erfiillt die Ungleichung: || ®(b+ h) — ©(b) — (D, ®)h| =
|hiha|l < ||Ra]l - ||R2]l < ||R|I* = o(||h]]), so dass ® auf B stetig differenzierbar ist,
und D, ® die Ableitung von ® im Punkt b ist. Speziell erhalten wir fir b = (0, 0) jetzt

U(g1,92) = (Do0,0y®)(91,92) = g1 + g2 -

Die so erklirte Abbildung ¥ : O(R;, A) ® O(Ry, A) — O(R; N Ry, A) ist nach
Lemma 6 surjektiv. Nun haben wir alle erforderlichen Voraussetzungen, um den Satz
von Graves anzuwenden:

Wir verwenden £ := B, E» := F, V := {(g1,02) € B [lgjllz, <1, j =1,2},
© = &, by := (0,0) und (DO)(by) := V. Das liefert uns ein ¢y > 0, so dass alle
f € Fmit|f - 1||zrz < €oein Urbild (g1, 92) € V beziiglich ® besitzen, wobei
f=®(g1,92) = (1 4+ g1)(1 + g2) gilt. Die Abbildungen

fiti=14g und fo :=1+g

erfiillen das Geforderte3, und damit ist das Lemma bewiesen. O

3Dabei sind in einer Banachalgebra die f;(z) Vz € R, j = 1,2 durch die Wahl von V invertierbar
(siehe [10], Seite 67).
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Die Notwendigkeit dieser zunachst sehr speziell erscheinenden Aussage von Lemma
7 wird im Beweis von Satz 9 deutlich. Vorausgeschickt werden drei Hilfssdtze und
folgende Redeweise:

Sei Y eine beliebige nichtleere Menge in C. Eine Abbildung f heift holomorphin Y,
wenn f in einer offenen Menge U mit U D Y definiert und holomorph ist (Definition
vergleiche [4], Seite 48). Falls Y selbst offen ist, so kann natiirlich U = Y gewihlt
werden.

Wir weisen darauf hin, dass fiir jedes Rechteck R C C und jede holomorphe Abbildung
f: R — Gauch f € O(R, Q) gilt, die Unkehrung aber im Allgemeinen nicht. Mit
O(R, G) bezeichnen wir die topologische multiplikative Gruppe aller auf R holomorphen
Abbildungen mit Werten in G ausgestattet mit der von der Supremumsnorm |||z
erzeugten Topologie.

Lemma 8. Sei R ein beliebiges Rechteck in C. Dann laft sich jede Abbildung f €
O(R,G1) inder Form f = (1 — hy)... (1 = hy), m > 1 schreiben mit (1 — h;) €
O(R, Gl) und ||hj||§ <l,5=1,...,m.

Beweis. Wir weisen nach, dass die Gruppe O(R,G)) zusammenhéngend ist: Sei dazu
g eine beliebige Abbildungen aus O(R, Gi1) und 2 der Mittelpunkt von 1. Es ist dann
leicht zu sehen, dass die Abbildung H : [0, 1] — O(R, G1), welche durch die Formel

(H#)(2) :==g(t(z — 20) + 20), z € R

bestimmt ist und einen stetigen Weg in O(R, G, ) darstellt, welcher das Element H (1) =
g mit dem Element H(0) = g(z) € Gy, also H(0) € O(R, G,), verbindet. Da g
beliebig gewahlt war und (G4 zusammenhangend ist, folgt daraus der Zusammenhang
der topologischen Gruppe O(R, G}).

Wie schon im stetigen Fall, kann nun eine zusammenhingende topologische Gruppe
durch eine offene Umgebung des Einselementes erzeugt werden. Speziell betrachten
wir die Umgebung Z := {(1 — h) € O(R,G;) | |h|lz < 1}. Jedes Element f €
O(R, G) laRt sich dann in der Form

f=(=h).. . (1=h,), m>1

fiir endlich viele (1 — h;) € Z, j = 1,...,m schreiben, wobei der Nachweis analog
zum ersten Punkt aus dem Beweis von Lemma 3 ist.* O

Lemma 9. Essei / R C C der AbschluB eines Rechtecks. Dann kann man jede holomorphe
Abbildung f : R — A mit einem beliebigen Genauigkeitsgrad gleichmafig beziiglich
der Supremumsnorm ||.||; auf R durch Polynome der Art

N

p(z) = szpj ,p, €A

J=0

approximieren.

4Das in den Faktoren gewihlte Plus- oder Minuszeichen ist dabei belanglos und kann je nach
Kontext beliebig gewahlt werden.
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Bemerkung 3. Der Beweisist angelehnt an den Beweis des verallgemeinerten Theorems
von Runge (siehe [7], Seite 36). Natiirlich ist es fiir den Beweis nicht wichtig, abgeschlossene
Rechtecke zu betrachten. Genausogut kénnen zum Beispiel einfach zusammenhiangende
kompakte Mengen betrachtet werden.

Beweis. Wir wihlen eine hinreichend kleine offene Umgebung U von R, deren Rand
aus einer rektifizierbaren Jordan-Kurve besteht, so dass die Abbildung f noch holomorph
auf U fortgesetzt werden kann. Die Cauchysche Integralformel liefert uns

1 f(©) -
f(z)—%/mdg,ZER
oU

Dieses Integral 1aft sich auf R gleichmafig durch Riemann-Summen mit beliebiger
Genauigkeit approximieren:

Ll Q) _
f(Z)N%jzlgj_ZAmAj~—Cj—Cj—1

fiir ein geniigend groBes M € N. Esbleibt zu zeigen, dass fir ¢ ¢ R die komplexwertige
Funktion ((—z) ! auf R gleichméRig durch Polynome approximiert werden kann. Sei

dazu T eine Kurve in C\ R, parametrisiert durch ¢ : [0, 00) — C,so dass |((t)] 2% %0
gilt. Die Menge

T :={t €[0,00) | (((t) — z) " ist beliebig genau durch Polynome approximierbar}

ist offenbar abgeschlossen, da eine gleichmafig konvergente Folge durch Polynome
approximierbarer Abbildungen selbst durch Polynome approximierbar ist.
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T ist nichtleer, da fir [((¢1)] > sup{|2| | 2 € R} die Funktion (((t;) — 2)~! in einer
offenen Kreisscheibe, welche R beinhaltet, holomorph ist und durch eine Potenzreihe

reprasentiert werden kann.

N

1

Abbildung 10: Approximation der Funktion -~

SchlieBlich ist 7" auch offen: Wir wahlen ¢, € T  und zeigen, dass es eine Umgebung
von t, gibt, die noch ganz in T enthalten ist. Wir setzen

e = inf{|C(to) — 2| | z € R} > 0, (7)

und aufgrund der Stetigkeit von ( als Funktion vom Parameter ¢ existiert ein § > 0
derart, dass aus |t) — t| < J die Beziehung |((¢y) — ((t)| < € folgt. Es bleibt zu zeigen,
dasst € T fiir alle ¢ mit |to — t| < § gilt. Wir kénnen ({(¢) — 2z) " als eine Potenzreihe
in (((to) — z)~! schreiben, welche gleichmafig auf R konvergiert:
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1 1
C(t) — 2 C(to) — z +¢(t) — ¢(to)
1
((to) — C(t)
(C(tﬂ) - Z)<1 - C(tO) — )
_/_/

betragsmafig <1 wegen (7)

- le i <W) * mit Hilfe der geometrischen Reihe
0% k=0 0) =
(Gt = ¢)”
% (C(to) . Z)k—i—l
L k
~ Z ((i ((ZO)) — i()tk)zl fir ein geniigend grofes L € N .
k=0 0) —

Dat € T,istaucht € T, und da T beziiglich der zusammenhingenden Menge [0, c0)
offen, abgeschlossen und nichtleer ist, gilt 7" = [0, 00), und das Lemma ist bewiesen.

]

Lemma 10 (Approximationssatz). Essei f : R — G eine holomorphe Abbildung,
wobei I C C der Abschluf eines Rechtecks ist. Dann existiert fiir jedes ¢ > 0 eine
holomorphe Abbildung f : C — G, so dass gilt:

f — f||§ < ¢, beziehungsweise |1 — ff_lnﬁ <e.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man wie im Beweis von Satz
6 annehmen, dass alle Bilder f(z) zu der Zusammenhangskomponente G; gehéren.
Andernfalls kann man die Abbildung (f(20))~'f(2), 2 € R betrachten, wobei 25 € R
beliebig aber fest gewihlt sei. Aus Lemma 8 folgt

f=0Q—=hy)...(1 —hp) =exp(In(l — hy))...exp(In(l — hy,)), m>1,

wobei (1—h;) € O(R,Gy)und |||z <1, j=1,...,mist.Firallej € {1,...,m}
gilt:

1
In(1—h;)=>" Ehf :
k=1
Aufgrund von Lemma 9 existieren Polynome p; : C — A, j = 1,...,m, welche die

entsprechenden Abbildungen In(1 — &) auf R so genau gleichmiRig approximieren,
dass die Abbildung

g = exppi...exppm

das Gewiinschte liefert. Damit ist das Lemma bewiesen. O
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Nun haben wir alle Voraussetzungen, um folgenden Satz zu beweisen.

Satz 9. Seien R; und R Rechtecke in C, so dass ihre Vereinigung wieder ein Bechteck
ist. Dann gibt es zu jeder Abbildung f € O(R; N Ry, G) Abbildungen f; € O(Ry, G)
und fy € O(Ry, G) mit f = f; ' foauf B; N Ry.

Beweis. Sei f € O(R, N Ry, G) beliebig gewihlt. Dann liefert uns der Approximationssatz
mit £ = £; (aus Lemma 7) eine holomorphe Abbildung f : C — G, fiir die

fflt=1+yg

auf Ry N R, gilt, wobei (1+9) € O(R1NRy, G) und ||g||zaz; < €o ist. Die Abbildung
(1 + g) erfiillt die Voraussetzungen von Lemma 7 und 148t sich in der Form

I+g=(1+g)(1+g)

mit (1 + g1) € O(R;,G) und (1 + g2) € O(Ry, G) schreiben (siche die Setzung im
Beweis von Lemma 7). Durch Umstellen erhalten wir

f=0+ag)(1+ag)f
=f =:fs

und der Satz ist bewiesen. O

Die Aussage des Satzes behalt ihre Giiltigkeit, wenn man Holomorphie nur im Inneren
verlangt (siehe Satz 10).

Fiir eine beliebige nichtleere Menge Y C Csei O(Y, A) die Menge aller auf Y holomorphen
Abbildungen mit Werten in A, die offenbar einen Vektorraum iiber C bildet. Zur
Definition einer Topologie betrachten wir O(Y, A) als Teilraum des Fréchetraumes

CO(Y, A).

Satz 10 (Faktorisierungssatz). Seien R; und R, Rechtecke in C, so dass ihre Vereinigung
wieder ein Rechteck ist. Dann gibt es zu jeder holomorphen Abbildung f : RN Ry —

G holomorphe Abbildungen f, : By — G und f, : Ry — G mit f = f;'f, auf
Ry N Ry.

Beweis. Es seien (Rj,)nen, j = 1,2 Ausschépfungen von R; durch_Rechtecke, fiir
die R" := Ry, N Ry, und Ry, U Rs, wieder Rechtecke sind, wobei R C R™*!' und
U R™ = Ri N Ry gilt, und R' nichtleer ist (siche Abbildung 11).

neN

Gegeben sei die in R; N Ry holomorphe Abbildung f. Nach Satz 9 gibt es fiir jedes n €
N auf R}, stetige und in R, holomorphe Abbildungen f;,, j = 1,2 mit f = f;,! fon
auf R". Es sei

. f 1
Uy = fin jn+l

auf R;,, wobei auf R" gilt fl_nlfgn = f1_7,i+1f27n+1, also flnfl_ﬁﬂ = fgnf2_7$+1, und
damit ist v,, wohldefiniert, holomorph in R;,, U Ry, und stetig auf R;,, U Ry,,. Durch

34



,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

****************************************

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Abbildung 11: Ausschépfungen der Rechtecke R; und R»

wiederholte Anwendung des Approximationssatzes erhalt man holomorphe Abbildungen
gn : C — G mit

3 1
Hl - (gnvn>gn—i1-1”R1nUR2n < 2n+1 » < N’

wobei ¢y := 1 gesetzt wird. Dann ist

o0

I = | [ (gkvegity)

k=n

auf Ry, U Ry, gleichmiafig konvergent, so dass h,, in Ry,, U Ry, holomorph ist, und
stetig auf Ry, U Ry,. Es gilt:

1
Hl - h’nHRanRzn < 2_ne

1
omn

<1,

also h,, € O(Ry,,U Ry, G). Wegen h,, = (gnvng;il)hnﬂ auf Ry, U Ry, gilt g, 'h,, =
vng;ilhnﬂ und es folgt f];fgglhn = f._1+1g;i1hn+1 auf R, fur j = 1, 2. Setzen wir

fi=Fnlgn thn s 5=1,2
auf R;,, soist f; : R; — G wohldefiniert und holomorph. Dann gilt:
Fot e = 10 s gn fon = fi fon = [
auf R" fiir alle n. € N, und folglich auch auf R; N R,. O

Wie im stetigen Fall erhilt man den folgenden Satz.
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Satz 11. Es sei O¢ die Garbe der Keime holomorpher Abbildungen mit Werten in G,
und Ry, ..., R,, n € N seien Rechtecke in C, so dass die Durchschnitte (R; U ... U
Ri) N Ry und die Vereinigungen Ry U. . .URy 1,k = 1,...,n—1 wieder Rechtecke
sind.

Dann gilt H'(R, O%) = 1 fiir die Uberdeckung R := (Ry)1<k<n von Ry U ... U R,,.

Beweis. Der Nachweis erfolgt analog zum Beweis von Satz 7 im stetigen Fall:

Essei F = OY Fiir n = 1 ist die Aussage trivial. Fiir n > 1 sind wegen Satz 10
(RiU...URy, Rgyq) furallek € {1,...,n— 1} F-Paare und damit ist (R, ..., R,)
eine F-Kette, woraus mit Satz 2 folgt, dass H' (R, O%) trivial ist. O

Satz 12. Sei R ein Rechteck in C und R = (Rg)lggnj’lgjgm mit n;,m € N eine
Uberdeckung von R, wobei die R} Rechtecke in C sind, fiir die gilt:

1. firalle j € {1,...,m} sind die Durchschnitte (RU...UR)N Riﬂ und die

Vereinigungen R U...U R}, k =1,...,n; — 1 Rechtecke in C und

2. mit R := |J R!firallej € {1,...,m}sind (R'U...UR")N R*" und
1<i<n;

R'U...URFY E=1,...,m — 1 wieder Rechtecke in C.

Dann ist H(R, OY) =

NN/ A
‘\ijgj/‘// /ﬁ‘f::::g;::':?:::;;':i::::'?f:é
;R LR R
RPi: Rp Ry | R™

Abbildung 12: Uberdeckung von R

Beweis. Hier ist wieder F = OY. Wie im Beweis von Satz 11 erhalten wir sofort
firalle j € {1,...,m} F-Ketten R7 := (RI,..., R%j) und eine weitere F-Kette
(R',..., R™). Laut Definition handelt es sich bei R = R'U...UR™ um ein F-Feld
und Satz 3 liefert uns wie gewiinscht H'(R, 0%) = 1. O

Es geht nun darum, diesen Satz zu verallgemeinern, d.h. wir wollen beliebige offene
Uberdeckungen betrachten, und dabei nicht nur Rechtecke iiberdecken.
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Satz 13 (Zerfallungssatz). Sei Y ein einfach zusammenhingendes Gebiet in C, das mehr
als einen Randpunkt hat. Dann ist H!(Y, O%) = 1.

Beweis. Mit Hilfe des Riemannschen Abbildungssatzes bildet man Y eineindeutig und
konform auf ein Rechteck R in C ab, indem man beide Gebiete zunichst auf das
Innere des Einheitskreises abbildet. Sei ¢ : Y — R eine solche Abbildung. Dabei
vermittelt die bijektive holomorphe Abbildungsfunktion ¢ eine bijektive Abbildung
der holomorphen Garbe O% auf sich, d.h. wir betrachten die Keime der Abbildungen
nicht beziiglich der Punkte a € Y/, sondern beziiglich ihrer Bildpunkte ¢(a) € R,
und es geniigt zu zeigen H'(R, O%) = 1.

Seitd = (Uy) ke einebeliebige Uberdeckung mit offenen Mengen von Y. Wir betrachten
firn = 1,2, ... die Abschliisse der Rechtecke

R, = {z € R | dist(z,0R) > CL} ,

‘n
wobei die Konstante C' geniigend grof8 gewahlt sei, damit R; nichtleer ist. Dann gilt
UR.= U R,=R.DaR, kompakt ist, gibt es endlich viele Mengen Uy, 1 <[ < m,,
n=1

n=1

der Uberdeckung U = (Up)rex, fir die R, C Un Uk, gilt. Dann ist U,, := (U, N
=1

Ry)1<i<m, eine endliche Uberdeckung von R, so dass eine Verfeinerung R,, = (R} )1<i<n; 1<j<m

il i L B R

existiert, welche den Bedingungen von Satz 12 geniigt. Damit gilt H'(R,, O) = 1,
und weiterhin H'(U|g,, O%) = 1 wegen Korollar 1, also

HYR,,0% =1Vn €N
da U beliebig gewihlt war. Wir betrachten an dieser Stelle die Uberdeckung
R = (Rn)neN

von R. Dann gilt fir alle ¥ € H'(R,O%) nun ¥|p, = 1Vn € N, und wir kénnen
Satz 1 anwenden. Dieser liefert uns ein ® € H'(R,O%) mit [®] = V. Essei f €
Z1(R,O%) ein beliebiger 1-Kozyklus mit [f] = ®, und wir zeigen, dass ein w €
CO(R,O%) mit f,, i1 = w, 'wyyy auf R, fiir alle n € N existiert:

Durch wiederholte Anwendung des Approximationssatzes erhalten wir holomorphe

Abbildungen g¢,, : C — G mit

_ 1
11— (gnfn,n—ﬁ-l)gn—sl-lnﬁn,l < on+1’ neN,

wobei ¢, := 1 gesetzt wird. Dann ist

o0

ho = [ (g frensrgity)

k=n
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auf R, gleichméfig konvergent, so dass h,, auf R,,_; holomorph ist. Weiterhin gilt:

1
11— hn||§n71 < 2—ne2% <1,

so dass h,,(2) fir alle 2 € R,,_jinvertierbar ist, also h,|r, , € O%(R,_;) gilt. Wegen
hn = (gnfn,n+lg;.|1_1)hn+1

auf R, folgt h,, € O%(R,,), denn der erste Faktor ist Produkt dreier dort definierter
holomorpher Abbildungen mit invertierbaren Werten und der zweite Faktor h,,;
ist nach dem eben Gezeigten ebenfalls holomorph mit invertierbaren Werten auf R,,.
Dann gilt f,, ,s1 = (b} gn)_lh;}rl gn+1 auf R,,. Setzen wir

1 —1 31
Wy, = h, gp und Wyt = Ry Gnt

auf R, beziehungsweise auf R, ;q, so sind w, : R, = G und w,41 : Ry — G
holomorph und es gilt auf R, N R,,11 = R,:

—1
fn,n—l—l =w,, Wnp41 -
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Thesen

¥, Seien G eine Garbe iiber einem topologischen Raum X, { eine offene Uberdeckung

d

N
X

von X und U ein Element aus der Kohomologiemenge H' (X, G), dessen Einschrankungen
auf die Mengen von U jeweils die neutralen Elemente sind. Dann existiert ein ¢
aus der Kohomologiemenge H' (U, G), dessen Aquivalenzklasse mit W iibereinstimmt

(Satz 1).

¥ Seien F eine Garbe tiber X und U/ eine F-Kette beziechungsweise ein F-Feld.

Dann ist die Kohomologiemenge H' (U, F) trivial (Sitze 2 und 3).

Seien X ein metrischer Raum, der sich als Vereinigung abzahlbar vieler kompakter
Teilmengen darstellen 143t, G die Menge der invertierbaren Elemente einer Banachalgebra
und GG; C G diejenige Zusammenhangskomponente, welche das Einselement

enthalt. Dann gelten:
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stetiger Fall holomorpher Fall
Fortsetzungs- | Seien W C X abgeschlossen | Seien R C C der Abschluf
bzw. und kontrahierbar sowie | eines Rechtecks und
Approximationssafz : W — G eine stetige | f : R — G eine holomorphe
Abbildung. Dann existiert | Abbildung. Dann gibt es
eine stetige ~ Abbildung | eine holomorphe Abbildung
f @ X — Gausder|f : C — G, welche die
Zusammenhangskomponente | Abbildung f auf R beliebig
der Einsabbildung, die auf W | genau approximiert (Lemma
mit f iibereinstimmt (Lemma | 10).
5).
Faktorisierungs- | Seien Uy, U, offene | Seien R;, Ry Rechtecke in C,
satze Teilmengen von X mit einem | deren Vereinigung wieder ein
nichtleeren kontrahierbaren | Rechteck ist. Dann la3t sich
Durchschnitt. Dann 148t | jede holomorphe Abbildung
sich jede stetige Abbildung | f: R;NRy; — G faktorisieren
f : UiNU, — G faktorisieren | (Satz 10).
(Satz 6).
Zerfallungs- Seien C“ die Garbe der Keime | Seien O die Garbe der Keime
satze stetiger Abbildungen iiber | holomorpher = Abbildungen

X mit Werten in G und
Up,...,U,, n € N offene
Mengen in X, wobei die
Durchschnitte von Uy, und
U1UUUk, k= 1,...,71—1
kontrahierbar sind. Dann ist
die Kohomologiemenge
H1(<Uk)1§k§n,CG) trivial
(Satz 7).
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itber C mit Werten in G
und ¥ C C ein einfach
zusammenhiangendes Gebiet,
welches mehr als einen
Randpunkt hat. Dann ist
die Kohomologiemenge

HY(Y,0%) trivial (Satz 13).



